Vibration de poutres en flexion

S. Courtois

d’aprés L. Champaney

Sommaire

I Vibration de flexion d’une poutre 1
[.1 Vibrations libres . . . . . . . . .. .. e 1
[.2  Fréquences et modes propres . . . . . . . ..o oo 2
[.3 Exemples . . . . . . e 3

IT Mise en évidence d’une base modale 5
II.1 Orthogonalité des modes . . . . . . . . . . .. . . 5
I1.2 Normalisation . . . . . . . . . . . . . . e e e 7

III Vibrations forcées 8

I Vibration de flexion d’une poutre

I.1 Vibrations libres

Les variables considérées sont :
e le déplacement radial : v(z,t)

0
e la rotation de la section : 0(z,t) = 8_2} (hypothése de Bernoulli)
x
1 b o0
e la courbure : xy = —
X~ o

0
e le moment fléchissant M; = Efa— (xr)
T

e Peffort tranchant T;
Les équations d’équilibre local sont :

oT; 0%v

S =0

ox ot? (1)
oM
oo TT=0

Ici, on a négligé les termes d’inertie dus a la rotation des sections devant les termes d’inertie
du & leur translation. En éléminant I'effort tranchant, on obtient :
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qui devient :

v v
El— S— =0, Vt,V 3
Les conditions aux limites possibles sont :
e déplacement imposé nul aux extrémités :
v(0,t) =0 et/ou w(L,t)=0
e rotation imposée nulle aux extrémités :
ov ov
—(0,t) =0 et —(L,t) =0
(0,0 =0 etfon  U(L1)
e moment imposé nul aux extrémités :
0% v
@(O,t):() et/ou @(L,t):()
e effort imposé nul aux extrémités :
P v
%(O,t):() et/ou %(L,t):()

I.2 Fréquences et modes propres

On effectue une séparation des variables :

v(z,t) = V(z)T(t) (4)

L’équilibre fait apparaitre deux fonctions de variables indépendantes. Les deux fonctions sont
donc égales & une constante. Cette constante est choisie positive pour assurer la stabilité de la
solution en temps :

EI1d'V 14T ,
PSSV - Tdr ©)
ce qui donne
4
ﬂ -8 =0 .
At - U(zx) = Achfz + Bshfz + C cos Sz + D sin Sz (6)
d2—T+w2T—O T(t) = Esinwt + F coswt
dt? B
avec o2
4 PRW
="

Les constantes A, B, C, D, E et F sont calculées a& partir des conditions initiales et des
conditions aux limites. Comme en traction, on peut facilement faire apparaitre ’équation ca-
ractéristique permettant de trouver les pulsations propres du systéme :

CLy

aip Q2 a1z Qg A 0
CL
R L Bl 1% & [ae@a)=o
CL3 asy C 0 —
CL4 \a41 5 D 0
X
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1.3 Exemples
[.3.1 Poutre en appuis simples
Les conditions aux limites :
v(0,t) =v(L,t) =0 et 0"(0,t) =0"(L,t) =0
donnent :
A+C=0
F(A-C)=0 .
AchpBL + BshfGL + Ccos 3L+ Dsin 5L =0
#*(AchBL + BshBL — Ccos 3L — Dsin 3L) = 0
qui a pour solution non triviale :
A=C=0
BshgL=0= B =0 (8)
Dsin L =0
Les modes possibles de vibration sont donc caractérisés par :
i
i = & 9
fi=" )
Les «pulsations propres» de vibration sont donc :
ET
_ 2.2
w; =i°m ST (10)
et les «modes propres» associés :
Vi(z) = sin e (11)
L
La solution générale du probléme de vibration est donc :
u(z,t) = ZO sin ? (E; cosw;t + F;sinw;t) (12)
ou les constantes E; et F; dépendent des conditions initiales.
I[.3.2 Poutre encastrée-libre
Les conditions aux limites :
v(0,t) =0'(0,t) =0 et V" (L,t) =v"(L,t) =0
donnent :
A+C=0
B+D=0
(13)

#*(AchSL + BshBL — Ccos 3L — Dsin SL) = 0
3*(AshBL + BchBL + C'sin BL — D cos BL) = 0
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qui une solution non triviale si :
chBL +cos BL  shBL + sin L (14)
shBL —sin L chfBL + cos 5L
soit :
chfLcosBL+1=0 (15)
tracé de I’équation caractéristique et recherche des zéros
200
cosh(x)*cosy() +1 —
150 /
100 /
50
0
-50
-100
1.875 4.694 7.855
dont les solutions sont : §.L = 1.875, (5.L = 4.694, (33.L = 7.855, ...
les fuc b: 1 152 EI 1 (1,875\* |EI
et les fréquences propres sont : f; = —w; = — — = — — =
E prop Pt T\ s T2 UL pS
II Mise en évidence d’une base modale
II.1 Orthogonalité des modes
Les modes propres V;(z) sont caractérisés par I’équation caractéristique :
(EIV]")" = wipSV; (16)

en multipliant chaque membre par un autre mode Vj et en intégrant sur la poutre, on obtient :

L L
/ (EIV!"Y'Vidx = — / w?pSViV;dx
0 0
En intégrant deux fois par partie le premier terme on obtient :

L L L L
[(EIW)'V]}O - [Efvi”vj’}o + / EIV/Vdz = w? / pSViVidx
0 0

(17)

(18)
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Le premier terme est nul car, aux extrémités, la barre est soit appuyée (V; = V; = 0) soit libre
d’effort (V;" = V;" = 0). Le deuxiéme terme est aussi nul car, aux extrémités, la barre est soit
a rotation bloquée (V/ = V/ = 0) soit libre de moment (V" = V" = 0). Il reste :
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L L
/ EIV'V/'dx = w} / pSV;Vidx (19)
0 0
En répétant la méme opération en remplagant I’équation (16) par :
(EIV")" = w?pSV; (20)

en multipliant chaque membre par V;, en intégrant sur la barre est en suivant la méme procédure
que ci-dessus ont obtient :

J

L L
/0 EIV!'V]'dx = ] /O pSV;Vidx (21)

En retirant I’équation 19 de ’équation 21 on obtient :

J

L
@2 —u2) [ psVitidz =0 (22)
0

Lorsque 7 # 7, les deux fréquences sont différentes et on obtient alors la propriété :

L
/ pSViVidx =0, sii#j (23)

0
qui indique que deux modes différents sont orthogonaux par rapport a 'opérateur pS, appelé

opérateur de masse.
En injectant cette propriété dans I’équation 19 ou dans I’équation 21, on obtient :

L L
/ (E[‘/i/l)”‘/}'dx — / E[‘/il/‘/j/l — 0’ Si 'l ;éj (24)
0 0

qui indique que deux modes différents sont orthogonaux par rapport a l'opérateur de raideur
2 2
(f=(Elgz).

da?

I1.2 Normalisation

Lorsqu’on considére deux fois le méme mode (i = j), on normalise en général le mode V; de
maniére a ce que :

L
/ pSVidr =1 (25)
0

La condition d’orthonormalité des modes par rapport a la masse peut donc s’écrire :

L
/ pSViVdx = 6, (26)
0
Deés lors qu’on fait cette normalisation, on obtient :

L L
/ E[‘/il/zdx — / (E[‘/i/l)/l‘/i — wZQ (27)
0 0
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ITII Vibrations forcées

Lorsque qu’on force la vibration par un effort radial f(z,t), ’équation d’équilibre devient :

0? 0%*v 0%u

On cherche une solution décomposée dans la base modale :
() =Y g (Vi) (29)
§=0

En introduisant cette décomposition dans ’équation d’équilibre (28), en multipliant chaque
membre par V; et en intégrant le long de la barre on obtient :

q; () + wlqi(t) = Qi(t), 1=0...00 (30)
en utilisant les propriétés d’orthonormalité des modes. Le terme
L
Qi(t) = / Vif(xz, t)dx (31)
0
est appelée projection de la force imposée sur le mode i. La résolution du probléme de vibrations

forcées se rameéne a la résolution d’un ensemble de systémes scalaires a un degré de liberté
indépendants.
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