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ε =

∂u

∂x
N = ESε (1)L'équation d'équilibre loal est :

dN

dx
= ρS

∂2u

∂t2
(2)soit : qui devient :

ES
∂2u

∂x2
= ρS

∂2u

∂t2
ou enore ∂2u

∂x2
=

1

c2

∂2u

∂t2

(

c2 =
E

ρ

) (3)Les onditions aux limites possibles sont :
• déplaement imposé nul aux extrémités :

u(0, t) = 0 et/ou u(L, t) = 0

• e�ort imposé nul aux extrémités :
∂u

∂x
(0, t) = 0 et/ou ∂u

∂x
(L, t) = 01



Master 1 / DSME / MSPSI105 - Vibrations 2010/2011I.2 Fréquenes et modes propresOn e�etue une séparation des variables :
u(x, t) = U(x)T (t) (4)L'équilibre devient :

c2
1

U

d2U

dx2
=

1

T

d2T

dt2
= cste = −ω2 (5)On a égalité de deux fontions de variables indépendantes. Les deux fontions sont don égalesà une onstante. Cette onstante est hoisie négative pour assurer la stabilité de la solution entemps, e qui donne :







d2U

dx2
+

(ω

c

)2

U = 0

d2T

dt2
+ ω2T = 0

⇔







U(x) = A sin
ωx

c
+ B cos

ωx

c
T (t) = C sin ωt + D cos ωt

(6)Les onstantes A, B, C et D sont alulées à partir des onditions initiales et des onditionsaux limites. On peut déterminer les pulsations propres grâe à l'équation aratéristique
{

CL1

CL2

⇔

[
a11 a12

a21 a22

]

︸ ︷︷ ︸

A

(
A
B

)

=

(
0
0

)

⇔ det(A ) = 0I.3 ExemplesI.3.1 Barre libre aux deux extrémitésLes onditions aux limites :
∂u

∂x
(0, t) = 0 et ∂u

∂x
(L, t) = 0 ou enore dU

dx
(0) = 0 et dU

dx
(L) = 0donnent : 





A
ω

c
= 0

ω

c

(

A cos
ωL

c
− B sin

ωL

c

)

= 0
⇔







A = 0

sin
ωL

c
= 0

(7)Les modes possibles de vibration sont don aratérisés par :
ωL

c
= iπ (8)Les �pulsations propres� et les modes propres de vibration sont don :

ωi = i
πc

L
= i

π

L

√

E

ρ
Ui(x) = cos

iπx

L
(9)La solution générale du problème de vibration est �nalement :

u(x, t) =

∞∑

i=0

cos
iπx

L
(Ci cos ωit + Di sin ωit) (10)où les onstantes Ci et Di dépendent des onditions initiales.Sur les traés suivants, on observe le déplaement axial des 3 premiers modes. Les pointsimmobiles sont appelés �noeuds�, les points où les déplaements sont maximauxsont des �ventres� . 2 / 9



Master 1 / DSME / MSPSI105 - Vibrations 2010/2011forme du mode 1 libre-libre ave L=4

position
déplaement

43.532.521.510.50

10.50-0.5-1
forme du mode 2 libre-libre ave L=4

position
déplaement

43.532.521.510.50

10.50-0.5-1
forme du mode 3 libre-libre ave L=4

position
déplaement

43.532.521.510.50

10.50-0.5-1
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Master 1 / DSME / MSPSI105 - Vibrations 2010/2011I.3.2 Barre enastrée-libreLes onditions aux limites :
u(0, t) = 0 et ∂u

∂x
(L, t) = 0onduisent à :

cos
ωL

c
= 0 (11)Les �pulsations propres� de vibration et les modes sont don (rem : ωi est toujours positive) :

ωi = (2i − 1)
π

2L

√

E

ρ
Ui(x) = sin(2i − 1)

πx

2L
(12)

forme des modes 1, 2 et 3 enastre-libre ave L=4

position
déplaement

43.532.521.510.50

10.50-0.5-1Figure 1 � on voit que les modes orrespondent bien ave les onditions aux limites : U(0) = 0et U ′(l) = 0I.3.3 Barre enastrée-enastréeLes onditions aux limites :
u(0, t) = 0 et u(L, t) = 0onduisent à :

sin
ωL

c
= 0 (13)Les �pulsations propres� et le modes de vibration sont don :

ωi = i
π

L

√

E

ρ
Ui(x) = sin i

πx

L
(14)
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Master 1 / DSME / MSPSI105 - Vibrations 2010/2011forme des modes 1, 2 et 3 enastre-enastre ave L=4

position
déplaement

43.532.521.510.50

10.80.60.40.20-0.2-0.4-0.6-0.8-1Figure 2 � on voit que les modes orrespondent bien ave les onditions aux limitesI.3.4 Barre enastrée de masse m et masse M au boutLes onditions aux limites :
u(0, t) = 0 et M

∂2u

∂t2
(L, t) = −

∂u

∂x
(L, t)onduisent à :

tan
ωL

c
=

ES

Mωc
=

m

M

1
ωL
c

(15)Les �pulsations propres� de vibration sont déterminées par résolution numérique de l'équation
x. tan x = m

M

x*tan(x)-1x*tan(x)-0.1traé de l'équation aratéristique et reherhe des zéros

6543210

100500-50-100-150-200-250-300-350On obtient le tableau 1.On remarque dans e tableau que si m
M

→ 0, on tend vers une barre enastrée-enastrée. Demême si m
M

→ +∞, on tend vers une barre enastrée-libre. 5 / 9



Master 1 / DSME / MSPSI105 - Vibrations 2010/2011
x*tan(x)-1x*tan(x)-0.1zoom sur l'équation aratéristique dans 2 as du tableau

6.2993.1730.311

3210-1-2 Figure 3 � ave m
M

= 0.1 (et m
M

= 0.1)
m

M
0 0.1 0.2 0.5 1 +∞

(
ωL

c

)

1

π 0.311 0.433 0.653 0.860 π/2
(

ωL

c

)

2

2π 3.173 3.204 3.292 3.426 3π/2
(

ωL

c

)

3

3π 6.299 6.331 6.362 6.437 5π/2Tableau 1 � d'après J.L. ArmandII Mise en évidene d'une base modaleII.1 Orthogonalité des modesLes modes propres sont notés Ui(x). Lorsque i 6= j, les deux fréquenes sont di�érentes et onobtient après alul la propriété :
∫ L

0

ρSUiUjdx = 0, si i 6= j (16)qui indique que deux modes di�érents sont orthogonaux par rapport à l'opérateur ρS, appeléopérateur de masse. De même,
∫ L

0

ESU ′

iU
′

jdx = −

∫ L

0

(ESU ′

i)
′Uj = 0, si i 6= j (17)qui indique que deux modes di�érents sont orthogonaux par rapport à l'opérateur de raideur

( d
dx

(ES d
dx

).
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Master 1 / DSME / MSPSI105 - Vibrations 2010/2011II.2 NormalisationLorsqu'on onsidère deux fois le même mode (i = j), nous pouvons poser mi la masse modaledu mode i, et ki la raideur modale
∫ L

0

ρSU2

i dx = mi et −

∫ L

0

(ESU ′

i)
′Ui = ki d'où ki = ω2

i mi (18)on normalise en général le mode Ui de manière à e que :
∫ L

0

ρSU2

i dx = mi = 1 (19)Dès lors qu'on fait ette normalisation, on obtient :
∫ L

0

ESU ′

i
2
dx = −

∫ L

0

(ESU ′

i)
′Ui = ω2

i (20)III Vibrations foréesLorsque qu'on fore la vibration par un e�ort f(x, t), l'équation d'équilibre devient :
∂

∂x

(

ES
∂u

∂x

)

− ρS
∂2u

∂t2
+ f(x, t) = 0 (21)On herhe une solution déomposée dans la base modale :

u(x, t) =

∞∑

j=0

qj(t)Uj(x) (22)En introduisant ette déomposition dans l'équation d'équilibre (21), en multipliant haquemembre par Ui et en intégrant le long de la barre on obtient :
∫ L

0

ρSUi(
∞∑

j=0

••

q j (t)Uj(x))dx −

∫ L

0

Ui(
∞∑

j=0

(qj(t)ESU ′

j(x))′)dx =

∫ L

0

Uif(x, t)dx (23)Le terme
Qi(t) =

∫ L

0

Uif(x, t)dx (24)est appelée projetion de la fore imposée sur le mode i. En utilisant les propriétés d'orthonor-malité des modes, ils reste :
••

q i (t) + ω2

i qi(t) = Qi(t), i = 0 . . .∞ (25)La résolution du problème de vibrations forées se ramène à la résolution d'un ensemble desystèmes salaires à un degré de libertés indépendants.
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Master 1 / DSME / MSPSI105 - Vibrations 2010/2011III.1 exemple : barre enastrée-libre ave un e�ort en x = LOn applique F. sin(ωt) en x = L. De plus nous onnaissons les fréquenes propres et les modespropres Ui(x) grâe à létude du système libre. La démarhe préedente donne don :
••

q i (t) + ω2

i qi(t) = F.Ui(L). sin(ωt), i = 1 . . .∞ (26)Connaissant ω, on a don
qi(t) = qil(t)

︸ ︷︷ ︸solution libre + qip(t)
︸ ︷︷ ︸solution partiulièreGrâe à l'amortissement interne du matériau, la solution libre s'amortit, et il ne reste que lasolution forée qip, de la même forme que l'exitation, don sinusoïdale. D'où :

qi(t) =
F.Ui(L)

ω2

i − ω2
sin ωt et u(x, t) =

∞∑

i=1

F.
Ui(L)

ω2

i − ω2

︸ ︷︷ ︸partiipation de haque mode .Ui(x). sin ωtOn voit que lorsque l'on est prohe de la pulsation ω1, la partiipation du mode 1 est prédomi-nante, et le système prend la forme du mode 1. mode1(x)R1(x)

position
déplaement

43.532.521.510.50

10.80.60.40.20Figure 4 � forme de la réponse prohe de ω1 et forme du mode 1On voit sur le traé 4 que lorsque l'on exite la poutre à la fréquene f1, la poutre prend laforme du mode 1, et la réponse du mode 1 est prédominante sur les réponses des autres modes(traé 5). De plus on voit bien sur le traé 6 qu'une exitation prohe d'un fréquene proprepeut provoquer une résonnane.
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Master 1 / DSME / MSPSI105 - Vibrations 2010/2011rsans(x)rave(x)

position
déplaement

43.532.521.510.50

1.4e-061.2e-061e-068e-076e-074e-072e-070Figure 5 � omparaison des réponses autour de w1 ave ou sans les partiipations des modes de2 à 5
m5(x)m4(x)m3(x)m2(x)m1(x)

w 2000018000160001400012000100008000600040002000

0.00011e-051e-061e-071e-081e-09Figure 6 � réponse en fréquene des modes de 1 à 5, poutre en aier de 4m de longIV Vibrations de torsion d'une poutreLes variables onsidérées sont :
χt =

∂θ

∂x
Mt = GI0χt (27)L'équation d'équilibre loal est :

∂Mt

∂x
= ρI0

••

θ (28)soit :
∂

∂x

(
∂2θ

∂x2

)

=
ρ

G

∂2θ

∂x2
(29)Cette forme est identique à elle obtenue pour un problème de vibration longitudinale de barre.Les solutions sont du même type. 9 / 9
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