\ Arts o
Courbes paramétrées BAS3 et Métiers

Corrigé- ED n°1 : Courbes paramétrées

Exercice n°1 :
z(t) =12+t
1. 1
y(t) =2t — n

Soient t, t' € R*, avec t # t'.

2 412 / 2 12 ! __
Y & 1 1 & 1 0 &

1
=yt 2 — — =92 — = 2% — 2 — 4 = = 22t — 2%t —t' +t =0
y(0) =y (¢) L] L1
o =1+t +1)=0 Ht'zl—l
t—t)(1+2tt')=0 tt’:—§
1
<:>tett’sontsolutionsdeX2+X—5:0

_ 1/ 1 _
= { i,_: 2%((_11 +\/\/§§)) (ou inversement

La courbe admet finalement un point double :

—-1-+v3 -1 3 1
Pourt:/ett:—g\[: (2;—2).

x(t) = —t3 + 3t
2 1
y(t) =1* + 2

Soient t, t' € R*, avec t # t'.

{x@)zxaﬁ {‘%&+$‘"%B+3f {—%3+&+¢B—3ﬂ—o
y = =

1 1 1 1
y(t) =y (t) t2+t—2:t’2+t,—2 tQ—t’2—s—t—2—7:0

t/2

i3

—t3+3t+17 -3t =0 —(t—t) (P +t?+1t'-3) =0
tH7? — 21 2 12 =0 (t—tY(t+t)(H —1) (' +1)=0

2 Ht?+tt' —3=0
t+t)(tt' =)' +1)=0

{t+t’:0 {tt/—lzo {tt’+1:()
= ou ou

i3

P+t 4t —3=0 24+ttt —3=0 P+ttt —3=0

r_ I r_
i_t ou{t 1/t ou{t 1/t

t*—2t24+41=0 t*—4t2+1=0

t =1/t t'=-1/t

=+v3ou —V3 ou{ t = 41 (exclus car t # t') ou{ t==+v2—v3o0u £vV2+3
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La courbe admet finalement trois points doubles :

10
° Pourt:\/gett:f\/g: <0;3).

° Pourt:\/2—\/§ett:—\/2i7\/g:—\/2\/§: (\/5;4).

° Pourt:—\/Z—\/gett:—21\/52\/2—1—\/§: (—\/5;4).

Exercice n°2 :

z(t) =t — sin(t)
L { y(t) = 1 — cos(t)
e Dy =R.

e Réduction de l'intervalle d’étude :

{ x(t+2m) =t +2m —sin(t + 27) = z(t) + 27
y(t+2m) =1 —cos(t + 2m) = y(t)

On peut donc faire I’étude sur [—7; 7], La courbe I sera alors obtenue par translations successives

de vecteur 4 (2(;T>

2'(t) =1 — cos(t)

e Soit t € [—m; ], { y'(t) = sin(t)

t -7 0 m
' (t) 2 + 0 + 2
m
/!
T 0
/!
—T
2 2
y pY /
0
y'(t) 0 - 0 + 0
Tgte Horizontale Tgte Horizontale

e Il y a un point stationnaire pour t =0 :

{0200 o 7910 (}),done =2

B (t) = cos(t) 1
(3) inéaire a 2 =
{ YO (1) = —sin(t) donc f*)(0) <O>’ non colinéaire a f'*)(0), donc ¢ = 3.

C’est un point de rebroussement, et la tangente en ce point est dirigée par f &) (0) (1

0), donc elle
est verticale.

e Pas de branche infinie.
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5 x(t) = 2cost — cos(2t)
" | y(t) =2sint — sin(2t)
e Dy =R.
e Réduction de l'intervalle d’étude :

{ z(t +2m) = z(t)

, donc on peut faire I’étude sur [—m; 7.
i+ 2m) = y(1) P o

y(—t) = —y(t) ° on peut donc faire 'étude sur [0; 7], on obtiendra ensuite toute la courbe I" en

faisant la symétrie par rapport a (Ozx).

{ x(—t) = z(t)

2/ (t) = —2sin(t) + 2sin(2t ) 2(—sm( )+2sm( )cos( )) = 2sin(t) (— 1 + 2cos(t))

e Soitt & [0;7], { y'(t) = 2cos(t) — 2 cos(2t) (cos (2 cos? )) ( 2 cos?(t) + cos(t) + 1)

1
Signe de 2/(t) : =1+ 2cos(t) > 0 < cos(t) > 5 € te [0; f}

3
Signe de i/ (t) : —2X24+X+1=0,A =9, donc X; = cos(t;) = 1, soit t; = 0 et Xy = cos(ty) = —%,
soit tg = 2£
3
t |0 /3 27/3 T
2t |0 + 0 — —2V/3 — 0
3/2
/ hY
x 1 -1/2
p
-3
3v3/2~ 2,6
/! pY
y V3/2 ~ 0,87 0
/
0
y(t) |0 + 2 + 0 - —4
Tgte Verticale Tgte Horizontale Tgte Verticale

e Point stationnaire pour t =0 :

2" (t) = 2 (— cos(t) + 2 cos(2t)) 9 -
{ =2(- sm(t) +2sin(2e)) 90N F@(0) <0>, donc p = 2.
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{ B (t) = 2 (sin(t) — 4sin(2t))
=2

0
3) es s colinéaire a 2 =
YO (1) (= cos(t) + 4cos(2t)) donc f1%)(0) <6> n’est pas colinéaire & f*(0), donc ¢ = 3.

C’est un point de rebroussement et la tangente est dirigée par f(2) (0), elle est donc horizontale.

e Pas de branche infinie.

-~ -

y(t) = sin(3t)
o Df = R
e Réduction de l'intervalle d’étude :

{ xz(t + 2m) = z(t)
y(t+2m) = y(t)

{ x(—t) = —x(t)
y(—t) = —y(t)
la symétrie de centre 0.

{ x(m—t) = —x(t)
y(m —t) =y(t)
A l'axe des ordonnées.

e Soit t € [0; g]’ { 2/(t) = 2cos(2t)

, donc on peut faire I’étude sur [—m; 7.

, donc on peut faire I’étude sur [0; 7|, puis pour obtenir toute la courbe, on fera

T
, donc on peut faire I’étude sur [0; 5], puis on fera la symétrie par rapport

y'(t) = 3cos(3t)
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t 0 /6 /4 /2
2 (t) 2 1 0 -2
1
T V3/2 0
0
1
y 0 V2/2
-1
Y (t) 3 0 —3/V2 0
Tgte dirigée par (g) Tgte Horizontale Tgente Verticale Tgte Horizontale

e Pas de point stationnaire.

e Pas de branche infinie.

z(t) =12 + 2t
4. 1+2t
y(t) = —5
[ ] Df:R*

e Pas de réduction de ’ensemble d’étude.
() =2t+2=2(t+1)

e Soit t € R*,

y'(t) =

2(1+1)

t3
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t —00 —1 0 +00
2/ (t) — 0 + I +
400 0 I +00
T N a | S
-1 I 0
0 +oo || 4o
Yy N\ a | N\
-1 I 0
y'(t) - 0 + I -
BI Pt stationnaire BI BI
e Point stationnaire en ¢t = —1 :

' (t) =2 9
ﬂ3+%),quﬂ%—n<96%p:2

y//(t) = 4
O(t) = —12(2 +t) , donc f)(-1) (12) n’est pas colinéaire a f\*)(—1) et ¢ = 3.

o
: .. . (1
C’est donc un point de rebroussement et la tangente est dirigée par f)(—1), soit ( 1).

e Etude des branches infinies :
lim z(t) = 400
* t—+oo
lim y(t) =0

t—+o0

, donc la courbe admet une asymptote paralléles & 1'axe des abscisses.

De plus, au voisinage de +00, la courbe est en dessous de 'asymptote et au voisinage de —oo, la
courbe est au dessus de 'asymptote.

lim z(t) = 0

kg0 , donc la courbe admet une asymptote d’équation z = 0.
%H% y(t) = +o0
_)

s [at) =ttt 22
T y(t) =t 13 4t

ODf:R

e Pas de réduction de I'intervalle d’étude.
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. a/(t) = 4% — 3t* — 2t = ¢ (44 — 3t — 2)
* Soit ¢ € R, { Y (t) =t (42 + 3t 4 2) '
3 — V4l 34+ v41
* Signe de 4t — 3t — 2 : A = 41, tlzT%—O,élQ ettgz%zl,ﬁ
* Signe de 4% + 3t + 2 : strictement positif sur R.
t —00 t1 0 to 400
2 (t) — 0 + 0 — 0 +
400 0 +o00
x N\ /! N\ /
~ —0,07 ~-1,1
+0o0 400
N\ /
Yy ~ 0,14 ~4,9
hY /
0
y'(t) — — 0 + +
BI Tgte Verticale Pt Stationnaire Tgte Verticale BI

e Point stationnaire pour t =0 :
2 (t) = 1262 — 6t — 2 o (-2
{ y'(t) = 126> + 6t +2 donc fE(0) { ) et p=2.

G)(t) =24t — 6 —6
. 3) chéaire & £(2)
{ y(g) (£) = 24t 46 ° donc f1%)(0) < 6 ) est colinéaire a f%(0).
(4) (t) =2 24
t (4) s (2) _
{ YD () = 24 donc f*)(0) <24>, non colinéaire a f#)(0), donc ¢ = 4.

(’est un point de rebroussement de deuxiéme espéce et la tangente est dirigée par f2) (0), soit

-1
1)
e Etude des branches infinies :

?J(t) _ . . 1 3 2
im o) 1et tilrinooy(t) z(t) = tilimoo 2t° + 2t* 4+ +oo.

Donc la courbe admet une branche parabolique de pente 1.

05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 75 8 85 9 95 10 105 " 15
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2(t) = (t+2)et
6 1
y(t) = (t —2)et
z(t) = (t+2)et
1
y(t) = (t —2)et
(] Df = R*
t+1)(t—2
.I'I(t) — el/t( + ig )
e Soit t € R*,
2—t+2
y'(t) Lt 2
[ ]
t —00 -1 0 2 +o00
x'(t) + 0 — I — 0 +
1/e =~ 0,37 | +oo +00
z /! hN | N\ /!
—00 0 | 4\/e ~ 6,6
0 | +o0o
e | e
y ~3/e~ 1,1 [ 0
/ I /!
—o | —oo
y'(t) + + I + +
BI Tgte Verticale BI Tgte Verticale BI

e Pas de point stationnaire.

e Etude des branches infinies :
f i YO _ oy 724

lim =—% = =
t—=+o0 x(t) t—doo t 4+ 2

lim y(t) —z(t) = lim —4el/t = —4.

t—+o0 t—+o0

Donc la courbe admet, au voisinage de +oo et de —oo, la droite d’équation y = x — 4 comme
asymptote.

De plus, y(t) — (z(t) —4) = —de/t + 4 =4 (1 — e'/?).

1/t

1
Donc, au voisinage de —oo, n — 07, donc e*/* < 1 et donc la courbe est au dessus de ’asymptote.

1
Au voisinage de +o0, n — 0T, donc e/t > 1 et la courbe est en dessous de 'asymptote.
t t—2
* lim yit) = lim —— = —let lim 2(t) +y(t) = lim 2te'/! = +-o0.
t—0t x(t)  t—0+ t+2 t—0+ t—0+

Donc la courbe admet une branche parabolique de pente —1.
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Courbes paramétrées

Exercice n°3 : Soit

 x(t) = 3¢t?
I { y(t) =263

Z'(t) = 6t

YVt € Ra { y’(t) _ 6t2

—

e Sit#0,le point M(t) est régulier et la tangente est dirigée par le vecteur @ < t>'

t) — 2t t) —
e Sit =0, le point M(t) est singulier : V¢ # 0, y() —y(0) _ —, donc lim M
x

=y _ — 0 et la tangent
0 —2(0) 3 0 o) — p(0) O ot la tangente

. . 1
en M (0) est horizontale, donc dirigée par le vecteur (O

. .. (1
Donc, dans tous les cas, la tangente au point M (t) est dirigée par le vecteur i (t>

La normale au point M(t) est quant a elle dirigée par 7 <_1t)

Soient t, u € R,
La tangente en M (t) et la normale en M (u) sont paralléles

. .o (1 .
si et seulement si @ < t) et n <

1 ) sont colinéaires

si et seulement si 1 +tu =0

si et seulement si u = - (t et u sont non nuls).

e Equation de la tangente 7 en M (t) :

N _ 2
M(z;y) €T < <1> et M(t)M <§ B 3253) sont colinéaires.
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On obtient : —t (z — 3t?) + (y — 2t%) = 0, soit —tz +y + > = 0.

1
e Equation de la normale N en M (u = _t> :

1/t 1 3/t2
- T — CL
M(zy) e N = < 1 ) et M (t) M (y _ 2/t3) sont colinéaires.

3 1 2 3 2
On obtient : (x—t2> 7 <y+t3> = 0, soit —t:v—l—y+¥+t—320.

T:N®t3:%+%@t6—3t2—2:0@(t2—|—1)2(t2—2):O@t:iﬂ

Donc, les droites a la fois tangentes et normales & la courbes sont :

e la tangente en M 5 (6;4\/5) d’équation : y = 2z — 2v/2, qui est normale en
3 1
M ——— .
)
e la tangente en M_ 5 (6; —4\@) d’équation : y = —v2x + 2v/2, qui est normale en

3 1
Ml/\/§ <2; \/§> .
Exercice n°4 :

{ z(t) =12+t
1.

1 pour tout t € R*

y(t):2t+¥
2 (t) =2t +1 o BN S
Vt;é(),{y,(t)_z_l/tz,doncy(t)—O@t—j:\/ietx(j:\/i>750.

Donc tous les points de la courbe sont réguliers.

/ 1
Donc M (t) est un point d’inflexion si p =1 et ¢ > 3 impair. En particulier, (z (t)> et (;”Eg) sont
colinéaires, soit a'(t)y”(t) — y/'(t)z" (t) = 0

1 2
Or, 2'(t) = 2t + 1, 2"(t) = 2, y’(t)=2*?2 et y'(t) = 3
2 1 2 6 3 1-/3
Donc, (2t—|—1)t3—<2—t2) ><2:0<:>—4+t—3+t—2:0<:>—4t +6t+2=0st=—-1ou 5
1+V3
ou .

2

Reste & vérifier que les points correspondants sont bien des points d’inflexion :

e Pourt=—-1:
2(-)=0 [a/(-1)=-1 1) £ G et p =
{ y(=1)=-3 ~ { y(-1) =1 , donc f'(—=1)#Oetp=1.

a’(=1) =2 ., o
{ y'(—1) =—2 donc f”(—1) est colinéaire & f/'(—1).

T D=0 done fr(—1) west linéaire & f'(—1), donc ¢ = 3
Y (1) = —6 onc f”(—1) n’est pas colinéaire & f'(—1), donc ¢ =

Donc ‘le point M_; (0; —3) est un point d’inflexion. ‘
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Courbes paramétrées BA3
-3
e Pourt = 2\[ :
1—+v3 1—+/3
x 2\f =3/2-+3 x! 2\[ =23
1-v3 ’ 1-+/3 ’
y 2‘[ = -2V3 y 2‘[ =-2(1+V3)
1—-+3 .
donc f’( 2\[> #0etp=1.
(
2" 1 - \/g -9
2 " 1_7\/5 FAaire & £ 1 - \/g
V3 , donc f 5 est colinéaire & f 5 .
v ( A E) ITEREN
(
m 1= \/g =0
2 1—+v3 1-—+v3
. , donc f" (f) n’est pas colinéaire a f’ ( 2\f>,
y" *2 = —24 (7 +4V3)
\
donc ¢ =3
Donc |le point M,_ s (2 — V3 —2\/§> est un point d’inflexion.
2
1 3
e Pourt = +2\[ :
1 3 1 3
+2\f>:3/2+\/§ : +2f>:2+\/§
1++3 ’ 1+3 ’
2\[> =2V3 / +2f) =2(-1+3)
1 o
donc f’ ( +2\/§) #0etp=1.
(L (1+3
T =2
2 S (143 o (143
43 , donc f —5 est colinéaire & f 5 .
y" < +2 =4 (~5+3V3)
m [ L+ V3 -0
2 1 3 1 3
V3 , donc f" (4_2\[) n’est pas colinéaire a f’ ( +2\[>,
y/// +2 _ 9y (—7—1—4\6)
donc ¢ =3
. 3 . . .
Donc |le point M, 5 3 +/3:2/3 ) est un point d’inflexion.
2
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5 { x(t) =2In|t| -t

y(t) =t + 5t
2'(t) =2/t -1 o _ 0 5
Vt#o’{y’(t):2t+5 ,donc ¢/ (t) =0t = 2et:L' 5 #0.

Donc tous les points de la courbe sont réguliers.

Donc M (t) est un point d’inflexion si p =1 et ¢ > 3 impair. En particulier, <1:’(t)) et <1:” t)> sont
colinéaires, soit g

P (B (1) — y(—t)a" () = 0 < (§—1> X2 (2t +5) x %22 :o©%—2+%+1—2 —

& 224 8t+10=0t2—4t—-5=0<t=—1lout=>5.

0

e Pourt=—1:
(502t {0 e amercn ptepon
{ 2;:12:3 _ 2_2 , donc f”(—1) est colinéaire a f'(—1).

T D = =4 gone 7(—1) west pas colingaire & f/(—1), donc ¢ = 3
YI(—1) =0 onc f”(—1) n’est pas colinéaire a f'(—1), donc q =

Donc ‘le point M_; (1; —4) est un point d’inflexion. ‘

g ,donc f/(5) # 0 et p=1.

e Pourt=>5: { z(5) = =5+ 2In(5) ’ { x'(5) = -3/

y(5) = 50 y'(5) =15

, donc f”(5) est colinéaire a f'(5).

{ 2" (5) = —2/25

y'(5) =2
" .
{ g,,,g?); B 3/125 , donc f"'(5) n’est pas colinéaire & f/(5), donc ¢ = 3

Donc ‘le point M5 (=5 + 21n(5); 50) est un point d’inflexion. ‘

M. SPAGNESI page 12 2022/2023



