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Chapitre 1
Courbes paramétrées

Objectifs :
C3.1 Savoir étudier un point singulier d’une courbe paramétrée.
C3.2 Savoir étudier les branches infinies d’une courbe paramétrée.

C3.3 Savoir réduire le domaine d’étude d’une courbe paramétrée.

C3.4 Savoir étudier et tracer une courbe paramétrée.
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Courbes paramétrées

I Généralités
1.1 Définitions
Définition 1 : Soit I un intervalle de R et f une application de I dans R2.

On pose

f(t) = (z(t);y(t)) ou x(t) et y(t) € R pour tout t € I

f est appelé arc paramétré ou courbe paramétrée.
L’ensemble T' = {f(t),t € I} est appelé support ou image de l’arc paramétré.
On dit que f est une représentation paramétrique de I' ou que I' est paramétrée par f.

Remarque :

e On dit parfois que I' est la trajectoire de f pour généraliser la situation d’un point mobile dans le plan
dont la position au temps ¢ est donnée par f(t).

e En cinématique, f/(t) correspond a la vitesse et f(t) a accélération.

Exemples : Quelques exemples de courbes paramétrées.

e Les droites : Soit D la droite passant par A (x4,y4), de vecteur directeur @ <Z), alors

r=x4+axt

y=ya+bxt

R — R?

t— (z(t) =xza+axt,y(t)=ya+bxt)

M(m,y)ED@HtGR,mZtﬁ@HtER,{

Donc la droite D est paramétrée par f : {

e Les cercles :
: o o 10,27 — R?
Soit C le cercle de centre O de rayon 1, alors C est paramétré par f : { t > ((t) = cos(t), y(¢) = sin(t))

Soit C’ le cercle de centre €2 («, 3) et de rayon R.

x(t) = o+ Rcos(t)

M (x,y) € C’ si et seulement si { y(8) = B+ Rsin(t)

Remarque :  L’étude et les propriétés d'une fonction f a valeurs dans R? se raméne a I’étude de deux
fonctions & valeurs réelles.
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1.2 Limite d’une fonction vectorielle

Définition 2 : Soit f une fonction d’un intervalle I dans R? définie par f(t) = (x(t);y(t)) et to qui appar-
tient a I ou qui est une borne de ’intervalle I.
On dit que f tend vers | = (a;b) lorsque t tend vers to si :

lim [|£(¢) — 1] = 0

t—to

c’est a dire : lim (z(t) — a)2 + (y(t) — b)2 =0.

t—to

Soit f une fonction d'un intervalle I dans R? définie par f(t) = (z(t); y(t)), alors

Théoréme 1 : lim z(t) = a
tlgrgz f(t) =1=(a;b) si et seulement si thr? y(#) = b
—to

Preuve : |len Annexe

1.3 Dérivée d’une fonction vectorielle

Définition 3 : Soit f définie sur un intervalle I de R par

vte I, f(t) = (z(t);y(t))

La fonction f est dérivable si ses fonctions composantes x et y le sont.

La dérivée de f est alors définie par :

Remarque : On définit de méme la dérivabilité a I'ordre k de f et on dit que f est de classe C* sur I si f
est k fois dérivable et si sa dérivée k™€ dérivée est continue sur I.
Donc f est de classe C* sur I si x et y sont de classe C* sur I.

On dit que f est de classe C*° sur [ si z et y sont de classe C*°.
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II Etude locale

II.1 Définitions

Définition 4 : Soit (I, f) un arc paramétreé.
o Un point M est dit simple s’il existe un unique t € I tel que M = f(t).
e L’arc est dit simple st tous les points de son support sont simples.
e Un point du support est dit d’ordre n s’il est atteint pour exactement n valeurs de t distinctes.
Sin =2 : point double
Sin =3 : point triple ...

Proposition 1 : | L’arc (I, f) est simple si et seulement si f est injective.

Définition 5 : Soit (I, f) un arc paramétrée de classe C* avec k > 1 et soit tg € 1.

e Le point M (to) est un point régulier si f' (to) # 0.
L’arc est régulier si tous les points sont réguliers.

o M (to) est un point stationnaire ou singulier si f' (to) = 0.

Remarque :  Un point singulier ou stationnaire correspond & un point d’arrét de la trajectoire.

I1.2 Tangente en un point

Définition 6 : Soient (I, f) un arc paramétré et to € I.

o L'arc (I, f) admet une tangente au point M (to) si la droite (M (t)M (t9)) admet une position limite
quand t tend vers to, c’est a dire si l'on peut trouver, au voisinage de to, un vecteur directeur u(t)
possédant une limite non nulle en tg.

e La droite passant par M (to) et dirigée par cette limite est alors appelée tangente en M (tg) a larc
paramétré (I, f).

Remarque :  Cette définition de la tangente impose M(t) # M (ty) pour t # ty (au moins au voisinage de
to). Cette propriété étant toujours satisfaite en pratique, on la supposera vérifiée par la suite.

Remarque :  On parle de demi-tangentes au point M (ty) si la droite (M (t)M (t9p)) admet un vecteur
directeur (t) possédant des limites non nulles a droite et & gauche en t.

Les demi-tangentes sont alors les demi-droites d’extrémité M (tg) et dirigées par ces limites.

Soit (I, f) un arc paramétreé.

e Si f est dérivable sur I, alors la tangente en un point régulier M (ty) est dirigée

Proposition 2 : par le vecteur f'(to).

e Si f est indéfiniment dérivable et M (fy) est un point stationnaire, on appelle
f®) (tg) le premier vecteur dérivée non nul en to (s'il existe), alors la tangente
en M (tg) est dirigée par f®) (to).

Preuve : len Annexe

M. SPAGNESI page 5 2022/2023



\ Arts o
Courbes paramétrées BAS3 et Métiers

Point méthode : Pour déterminer la tangente en un point.

1. Si le point est régulier, la tangente est dirigée par le vecteur vitesse .

2. Sile point M (ty) est stationnaire, il y a plusieurs moyens de déterminer la tangente :

e On cherche le premier vecteur dérivé non nul @ = £ (ty), alors la tangente est dirigée par @ .

e On calcule lim M
t—to 2(t) — x (to)

t) —y (&
Si lim M = m, la courbe admet une tangente de pente m.
8 2(t) = 2 (to)
Si tlig% M = 400, la courbe admet une tangente verticale (paralléle & (Oy)).
/
t
e On calcule lim AU .
t—to 2/ (t)
y'(t)

= m, alors la courbe admet une tangente de pente m.

=
)

/
$i lim Y
t—to x’(t)

= +o00, alors la courbe admet une tangente verticale (paralléle a (Oy)).

Si la limite n’existe pas, on ne peut pas conclure.

Remarque :  En un point régulier M (o), 'équation de la tangente en M (tp) de l'arc paramétré (I, f)
s’exprime par la condition :

—_ <ZE — 1z (to)

M (to) M y—y (t0)> et ' (to) (:U: (to)) sont colinéaires

Yy (to)

soit,

(z =z (to))y' (to) — (y —y (to)) 2’ (to) = 0

Remarque :  Pour préciser la position d’une courbe par rapport a sa tangente 7 en M (ty) :
e Si T est oblique ou horizontale de pente m € R, on étudie le signe de y(t) — y (tg) — m (z(t) — x (to))
au voisinage de ?g.

e Si T est verticale, on étudie les variations de x au voisinage de to.
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I1.3 Allure de la courbe

Soient (I, f) un arc paramétré et M (tp) un point de cet arc.
On suppose que ¥, = f () (t) est le premier vecteur dérivé non nul en g et Ug=f @ (t9) (¢ > p) le premier

vecteur dérivé non colinéaire a j,.
(p, q) sont les entiers caractéristiques de I’arc paramétré.
1. Disposition ordinaire : p impair et g pair.
2. Point d’inflexion géométrique : p et ¢ impairs.
3. Point de rebroussement : p pair et g impair.
4

. Point de rebroussement de deuxiéme espéce : p et ¢ pairs.

Remarque :

e Le cas 1. correspond au cas du point birégulier (p = 1, ¢ = 2 - cas le plus fréquent) ou le cas d’un point
p =3 et ¢ = 4 appelé méplat. La courbe est alors plus "écrasée" au niveau de sa tangente.

e Dans les cas 1. et 2., les points peuvent étre réguliers (p = 1), mais dans les cas 3. et 4., les points sont
nécessairement stationnaires.

e Une courbe "classique" y = f(x) n’ayant jamais de point stationnaire, elle n’a jamais de point de
rebroussement.
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ITTI Branches infinies

On considere :
e (I, f) un arc paramétré, avec f(t) = (z(t), y(t)).

e ) est une extrémité de I n’appartenant pas a I (éventuellement 400 ou —00).

Définition 7 : L’arc (I, ) admet une ’ branche mﬁnz’e‘ en to si thr? | f ()| = 4o0.
—to

Remarque :
o Si tlintrl |z(t)| = 400 ou tlir? ly(t)| = +o0, alors 'arc paramétré (I, f) admet évidemment une branche
—to0 —to

infinie en tg.

e Toutefois 'arc (I, f) peut admettre une branche infinie en ty, sans que l'on ait tlintl |z(t)| = +o0 ou
—to
tlintl ly(t)| = 400, comme par exemple : (z(t) = tcost,y(t) = tsint), avec tg = +o00.
—to

III.1 Asymptotes

On suppose que l'arc (I, f) admet une branche infinie en .

Définition 8 : On dit qu’une droite D est asymptote a Uarc (I, f) en to si tlir? d(M(t),D)=0.
—to

L’arc (I, f) admet la droite D d’équation ax + by + ¢ = 0 comme asymptote en ty ssi

. on a:
Proposition 3 :

lim az(t) +by(t) +c=0

t—to

_ laz(t) + by(t) + |

Preuve :  Conséquence de 1'égalité d (M (t), D)

Exemples :
1) Si (I, f) est un arc paramétré tel que tlingl |x(t)] = 400 et tlingl y(t) = yo € R, la droite d’équation
—to —to
y = yo est asymptote a l'arc (I, f) en ¢y, la position de 'arc par rapport a I’asymptote étant donnée
par le signe de y(t) — yo.
2) Si (I, f) est un arc paramétré tel que tlir? x(t) =z € R et tlir? ly(t)| = +o0, la droite d’équation
—to —to
x = xq est asymptote a 'arc (I, f) en tg, la position de I’arc par rapport a 'asymptote étant donnée
par le signe de z(t) — zp.

3) Dans le cas général d'une asymptote d’équation ax + by + ¢ = 0, la position de la courbe par rapport
a asymptote est donnée par le signe de ax(t) 4 by(t) + c.

M. SPAGNESI page 8 2022/2023



\ Arts o
Courbes paramétrées BAS3 et Métiers

I11.2 Meéthode de recherche d’une asymptote
1. Si une seule des coordonnées tend vers 'infini en ¢y :

e Si x tend vers l'infini et y vers yg, 'arc admet une asymptote paralléle & (Ox).

La position de la courbe par rapport & 'asymptote est alors donnée par les variations de y qui
indiquent le signe de y — yp.

e Siy tend vers l'infini et = tend vers zg, 'arc admet une asymptote paralléle a (Oy).

La position de la courbe par rapport a 'asymptote est alors donnée par les variations de x.

2. Si les deux coordonnées tendent vers l'infini en % :
Comme z tend vers l'infini, 'arc ne peut pas admettre une asymptote verticale, donc elle admet une
équation du type y = ax + b.
D’aprés la proposition 4.3, on a : y(t) = az(t) + b+ €(¢), avec lim €(t) = 0.

t—to
On a ainsi :
y) _ b ) 0]
° @) _a+x(t)+m(t) et donca—l%tr(l)lx(t).

e b= lim (y(t) — ax(t)).

t—to

S’il existe une asymptote en tg, celle-ci est donc unique.

y(t)

Pour commencer & étudier une asymptote, on commence par | étudier =—= |.

x(t)

t
e Si tlir? yEt; =a € R : D’aprés ce qui précéde, une asymptote éventuelle ne peut étre que paralléle a
—lo T

la droite d’équation y = ax. On dit que la courbe admet cette droite pour ’ direction asymptotique |.

* Lorsque a = 0, comme y tend vers linfini, il ne peut pas y avoir d’asymptote. Il s’agit
d" une branche parabolique de direction asymptotique Ox ‘

* Lorsque a # 0 :

— Si tlir? y(t) — az(t) = b, la courbe admet comme asymptote d’équation
—to
y = ax + b et la position de la courbe par rapport & 'asymptote est donnée par le signe de

y(t) — ax(t) —b.

— Si tlix? ly(t) — azx(t)| = +oo, il y a ‘ une branche parabolique de pente a ‘
—to

— Dans les autres cas (rares en pratique), il n’y a ni asymptote, ni branche parabolique.

t
y()‘ = 400 : [l n’y a pas d’asymptote,

(1)

il s’agit d’ ’une branche parabolique de direction asymptotique Oy |

e Si lim
t—to

e Si lim

i n’existe pas : Il n’y a pas de direction asymptotique et donc pas d’asymptote.
—to

()
(1)
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IV  Tracé des courbes paramétrées

I" désigne une courbe paramétrée donnée par une application f de D dans R?, oit D est une partie de R, les
coordonnées du point courant M (t) étant (x(t),y(t)).

IV.1 Réduction du domaine

Réduction du domaine de description totale

Il est parfois possible de tracer tout le support d’'une courbe paramétrée sans faire varier le paramétre sur la
totalité du domaine D ou f est définie.

Exemple : Soit I' la courbe paramétrée f

{ z(t) = cos 2t ,avec t € R

y(t) = sin 3t

e Comme f(t+ 2m) = f(t), la courbe est entiérement décrite dans un intervalle I d’amplitude 27 et il
suffit de tracer la courbe avec t € [a,a + 27].

e Comme f(m—t) = f(t), les points M (t) et M (w—t) sont identiques et si I’on prend a tel que U'intervalle

[a,a + 27| soit symétrique par rapport a g, iea= —g, on voit que le support est égale au support
T
de : (x = cos2t,y =sin3t) avec t € [—5, 5}

Réduction du domaine d’étude

e SiD=R,et p(t) =t+ A (A>0):On peut choisir un intervalle d’amplitude A.

e Si D est symétrique par rapport a 0 et p(t) = —t : On peut réduire U'intervalle d’étude & DN [0, +oo .

a—i—b}

e SiD=[a,b] et ¢(t) =a+b—1t: On peut réduire I'intervalle d’étude a [a, 5

1
e SiD=]0,+00[ et p(t) = o on peut réduire l'intervalle d’étude & 0,1 |.

Certaines propriétés de f correspondent & des invariances du support par symétrie ou translation. Dans ce
cas, on trace une partie de la courbe que I'on compléte ensuite avec la transformation correspondante.

Si on note ¢ un changement de paramétrage,

M. SPAGNESI page 10 2022/2023



Courbes paramétrées

BA3

\

Arts
et Métiers

Hypothéses

Isométries

Symétrie par rapport a O

Symétrie par rapport a (Oy)

Symétrie par rapport a (Ox)

Symeétrie par rapport & la premiére bissectrice

Translation de vecteur «

Dans ces différents cas, on construit la courbe sur I'intervalle réduit, puis on la compléte en appliquant au

morceau de courbe l'isométrie ci-dessus.

IV.2 Plan d’étude d’une courbe paramétrée

e Déterminer le domaine de définition de f, le domaine de description totale.

e Déterminer le domaine d’étude réduit D;, et décrire les transformations géométriques, permettant de déduire

toute la courbe de la partie construite.

e Etudier les variations de x et de y sur D; et reproduire ces résultats dans un tableau de variations, en faisant

figurer dans ce tableau les limites de = et de y aux bornes des intervalles d’étude.

e Etudier la forme de la courbe au voisinage des points stationnaires.

e FEtudier les branches infinies et déterminer les asymptotes éventuelles ainsi que leurs positions par rapport

A la courbe.

e Tracer 'allure de la courbe en utilisant les résultats précédents : tangentes paralléles aux axes, points

stationnaires, branches infinies, évolution du point M (t) lorsque ¢t décrit Dy, translations et symétries.

M. SPAGNESI

page 11

2022/2023



Annexe-A

Démonstrations

Preuve : |théoréme 1| («=) Si lim z(¢) = a et lim y(t) = b, alors
t—to t—to

lim z(t) —a =0 et tlirgty(t) -b=0

t—to

Done lim (z(t) — a)® + (y(t) — b)*> = 02402 = 0 et donc }E? f(t) = (a;b).
0

t—to

(=) Supposons que tlim f(t) = (a;b), donc lim (z(t) — a)2 + (y(t) — b)2 = 0.

—to t—to

Comme (z(t) — a)? et (y(t) — b)* sont positifs ou nuls, donc lim (z(t) —a)* = 0 et lim (y(t) —b)* =0

t—to t—to
Soit tlgg z(t) = a et tliglo y(t) = 0.
Preuve :
M,
e La tangente en M (tg) = My est dirigée par la limite du vecteur 0T quand M — M.
||
or. Mo donné
r, ———— a pour coordonnées :
MoM
(t) — x (to)
z(t) —x(t E—
L [a0-ae o, (O
] ] oot
PEA ) - 0 oM\ )=o)
— 1o
t—to t—to B +1
vy 2 2
|03 /() = 2 (20)? + (v(8) — y (t0))? (O =2)” () —yGo))
t—to t—to
Le point est régulier, donc f (t) # 0 et donc ||f’ (to)|| = \/x’ (to)* + o/ (to)* # 0.
D i t—to +1
onc lim T = .
t—to MOMH \/.le', (t0)2+y, (t0)2
x(t) — z (to) +1 ' (to)
Par suite, lim ———— =
, —
t—“fOMMH 2/ (to)? + 9 (to)?
M\ sy ) VOV

vecteur colinéaire & f/(to)

e Soit p tel que f® (to) soit la premiére dérivée non nulle.

z(t) —  (to)
e
Le vecteur MyM a pour coordonnées :

y(t) —y (to)
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On applique la formule de Taylor-Young aux fonctions x et y :

2 P
2(t) = 2 (to) + (t — t0) @' (t0) + _2!“]) 2® (tg) + . + & _pf(” 2® (t0) + (t — to)” ex (1)
_ _ / (t — t0)2 (2) (t — tO)p (p) _ p
y(t) =y (to) + (t —to)y' (to) + TR (to) + ... + ol Y (to) + (t — to)" €2(?)
avec tliglo e1(t) = tli_)r?o ea2(t) = 0.
Or, &/ (tg) = 2@ (to) = ... = 2PV (tg) = 0 et / (to) = y® (to) = ... = y@~ V) (ko) =

—
Donc, MyM a pour coordonnées :

t—to)?
L= 10R00) (1) + (¢~ o) 1 (1)
t—to)?
=Ry 1)+ (0= 10 ea(t)
Donc MoM a pour coordonnées :
—> .
|323|
VP
1 . pltO) 2?) (tg) + (t — to)” e1(1)
p (2@ (t) 2y (1) 2\ (t—to)? ) »
t—tol” /(272 + (1)) + () + eo(t)) Oy (10) + (¢ = t0) o)
Soit,
(p)
+1 z? {fo) e1(t)

(@) 2 (») 2 (p)
\/( ppgtO) + el(t)) + (yppgto) + 62(t)> Y p(to) + 62(t>

z(t) — z (to) +1 2P (to)
Par suite, lim — =

t—to WH S0 — v (t0) p!\/(I(;,;)gt()))Q+ (%)2 y®) (to)

vecteur colinéaire a f(P)(¢q)
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