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Théoremes de I'énergie en élasticité

1 Introduction
1.1 Objectifs

On cherche a obtenir des solutions approchées des problemes d’élasticité. Pour cela, nous
allons procéder a la mise en place de nouvelles formulations des problemes.

1.2 Hypotheses

— statique

— hypothese des petites perturbations
— élasticité linéaire

— pas d’effets thermiques

1.3 Domaines d’application

— élasticité 3D : pour fixer les idées

— poutres

— plaques et coques

— problemes de déformations planes et de contraintes planes

Pour les 3 derniers domaines évoqués, I’adaptation est assez facile. On peut aussi appliquer
les méthodes mises en oeuvre dans ce chapitre a des problemes de thermique.

1.4 Idées

On veut trouver une bonne approximation des solutions.

La F1G.1.1 illustre le fait que la fonction g soit la fonction affine qui minimise la distance
entre f et g:d= fOL( f — ¢)%. Pour construire une solution approchée avec cette méthode, il
faut se donner :

— la forme de la solution, ici: g: z+—a-x+b;

— une norme dans ’espace de la solution considérée.
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Fia. 1.1 — Graphe d’une fonction et de son approximation

Fic. 1.2 — Un probleme de mécanique ”bien posé”

2 Notions de champs admissibles

Probleme de référence

Le probleme schématisé sur la F1G. 1.2 consiste a trouver un couple (u; o) qui soit solution
du probleme sur 2. Pour cela, on utilise les bases de la mécanique des milieux continus vues
au premier semestre :

— équilibre :
div(g) + f, = 0 dans 2
g symétrique
g-n=F;sur 0
— liaison :
u = u, sur 01§
u pour assurer les hypotheses du milieu continu
— comportement :

IS}

Il
i

[
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2.1 Champ de déplacement cinématiquement admissible

Définition 2.1 On dit qu’un champ u(M) est cinématiquement admissible s’il vérifie les
équations de liaison mentionnées ci-dessous :

u = u, sur 012
u pour assurer les hypothéses du milieu continu

Un champ u* est dit cinématiquement admissible a zéro s’il est compatible avec les liaisons :
u* =0 sur 0112
On note : u* € Z/Igd qui est un espace vectoriel de dimension infinie.

Propriété 2.1 Soient u, et u, deux champs de déplacement cinématiquement admissibles.
Alors :

u —uy =u* €U,
Propriété 2.2 Soit u, un champ de déplacement cinématiquement admissible. Alors tous les
autres champs de déplacement cinématiquement admissibles sont de la forme :

u=uy+u, v U,

2.2 Champ de contraintes statiquement admissible

Définition 2.2 On dit qu'un champ a(M) est statiquement admissible s’il vérifie les équa-
tions d’équilibre mentionnées ci-dessous :

div(a) + f, =0 dans Q

a symétrique

a-n=1rI, sur 0982

Un champ o* est dit statiquement admissible a zéro s’il vérifie les conditions d’équilibre
sous charge nulle :

div(c*) = 0 dans Q
* symétrique

*on =0 sur 002

ISHIS]

On note : ¢ € Sgd qui est un espace vectoriel de dimension infinie.
Propriété 2.3 Soient o et o, deur champs de contraintes statiquement admissibles. Alors :

.k 0
g, =0, =0 €84

Propriété 2.4 Soit a, un champ de contraintes statiquement admissible. Alors tous les autres
champs de contraintes statiquement admissibles sont de la forme :

_ * % 0
g=g,+2, U €Sy

IS]

0
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2.3 Réécriture du probleme

On veut trouver un couple (u, o) tel que :

u cinématiquement admissible
statiquement admissible
£(u) dans Q

ISHISEN
i

2.4 Propriétés d’orthogonalité

Soit S 'espace des champs de contraintes symétriques. On définit sur S le produit scalaire

suivant :

(g, g,) € S:(glg,) = /QTT [01' ! 02} ds2 (1.1)

Les propriétés d'un produit scalaire sont vérifiées car K est symétrique, défini, positif.

Il

A partir de ce produit scalaire, on peut définir la norme suivante :

ve s gl = \flelo) = ([ 17| £ o] d9>1/z (12)

Théoréme 2.1 Soient u* € Z/{g)d el g* € Sgd. Alors, on a la relation :

(S

(g”

HHE

g(w)) = /QTT [o" - e(u)] d2=0 (1.3)

Démonstration: [, Tr [o* - e(u*)] dQ = [0 -5 dQ = [ 075 5 (uf; +u} ) s
Ce qui nous donne, en exploitant la symétrie de g* : fQ Tr E* ‘€
Ensuite, on intégre par partie pour obtenir :

/QTT[ ()] dO = /Qmudg+/m(% n; )t dS

Ce qui nous donne en décomposant le deuxiéeme terme :

/TT[U*-&(U*)] dQ:/ o5 U dQ—i—/ (07 - nj)u; dS—i—/ (07; - mj)u; dS =0
Q - Q 010 0282

3

1 2
1. [oo5;-ufdQ = [odiv(g?) - uf dQ =0 car div(g*) = 0 sur Q
2. falg(g* ‘n)u*dS =0 car u* =0 sur 011
3. [o,0(a* -n)u*dS =0 car g*-n =0 sur 3Q

3 Nouvelle formulation du probleme

3.1 Formulation globale de la relation de comportement

On a la relation de comportement suivante :

VM € Q, o(M) = K -e(w(M)) < |lg(M) — K - g(u(M))[| = 0 (1.4)

IllEs
Il

Cette nouvelle formulation est globale, car elle fait intervenir tout le domaine dans 1’ex-

pression de la norme.
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3.2 Erreur en relation de comportement

Un couple (g,u) est admissible pour le probleme d’élasticité si u est cinématiquement
admissible, et si g est statiquement admissible. Pour un tel couple, seule la relation de com-
portement n’est pas vérifiée.

=

£(u).

On appelle erreur en relation de comportement la quantité de type contrainte g —

La norme e = ||g — K - g(u)|| de cette quantité permet d’évaluer globalement la qualité de la

solution admissible. Le couple (g,u) est solution du probleme si e = 0.

3.3 Probléeme de minimisation

Soit la fonctionnelle : ¥(u, g) = e C'est & dire :

¥ug) =3 [ Tr|le- K ocw) Ko K-ew)] a0 (15)

Il
IllEs

La résolution du probleme revient au probléme de minimisation suivant :
min{V¥(u,a), u € Uad, o € Sad}
Propriété 3.1 La solution (gem,gex) est la solution du probléme de minimisation.

Propriété 3.2 Réciproquement, si la solution du probleme de minimisation correspond a

U(u,o) = 0, alors cette solution est la solution exacte du probleme.

Ce type de probleme de minimisation sous contraintes s’appelle optimisation.

4 Les théoremes de I'énergie

4.1 Découplage énergétique
Propriété 4.1 Soientw un champ de déplacement cinématiquement admissible et o un champ
de contraintes statiguement admissible. Alors on peut écrire le découplage suivant :

V(u,a) = Ep(u) + Ec(g) (1.6)

Avec les termes suivants :
— Ep(u) lénergie potentielle du champ u cinématiquement admissible :

Ep(u):;/QTr {5-[(-5] dQ—/Qfd-udQ—AQFd-udS
I 2

~ Ec(g lénergie complémentaire du champ o statiquement admissible :

| S

Ec(a):;/QTr [J-K_l-a dQ/{)Q(U~n)oudd5’
— 1

Démonstration: On utilise la définition de ¥ donnée par ’'équation 1.5 :

-1

il

(g —

il

Vo)~ [ Tr [(a—K-e(u))- -a(u))] a0

Soit en développant les produits :

LA336.pdf 8 4 mars 2007
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\Il(u,a):;</QTr [U-K_l-d} dQ+/QTr [g-K-g] dQ)—/QTr&-ﬂ 9)

Dans la suite, on ne considére que le dernier terme de cette somme :

/Tr[o-s]dQ:—/div(a)-udQ—i—/ (U-n)-udd5+/ F,-udS
Q - = Q - a0 2,0

Par ailleurs, on a : div(g) = —id car le champ o est statiquement admissible ; u = uy sur
019 ; et a-n = F, sur 0280. Cela termine la démonstration.

Conséquences du découplage

min {¥(u, ), u € Upq, g € Saa} = min {Ep(u), u € Uyq} +min {Ec(a), g € Saa} (1.7)

Ceci est possible car Ep et Ec sont fonctions de deux variables indépendantes.

4.2 Théoreme de I'énergie potentielle

Théoreme 4.1 La solution en déplacement du probléme d’élasticité est la solution du pro-
bleme de minimisation :
min {Ep(uw), u € Uyq}

Ce qui peut aussi se traduire par :
Vu € Ugg, Ep(@ez) < Ep(ﬂ)

On peut donner les explications suivantes quant-a I’énergie potentielle du champ de dépla-
cement u :

£ dQ—/f -udQ—/ F-udS
:| di 9202 ¢

1 2

S
S

I
o |
S~

~

=
[t
1>

1. énergie de déformation exprimée en déplacement ;

2. travail des efforts extérieurs donnés dans le champ de déplacement.

Pour la résolution du probleme, le théoreme de I’énergie potentiel, qui doit nous permettre
de trouver Ep(u,,) est & la base de la méthode suivante :

Ep(ug,) —=* Uy -~ 0 =

—€T

IllEs

e:c) - exr : g(@em)

4.3 Exploitation du théoreme de I'énergie potentielle

On note u,, la solution exacte du probleme d’élasticité. Alors on a la relation pour tout u
cinématiquement admissible :
U= Uy + A’ (1.8)

Cette équation est valable :
— pour toute amplitude A;

LA336.pdf 9 4 mars 2007
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— quel que soit le champs u* cinématiquement admissible & zéro.
Ainsi, la solution exacte du probleme u,, minimise la valeur de 1’énergie potentielle, le tout
lorsque A = 0 dans ’équation 2.13. Le probleme s’écrit donc de la manieére suivante :
d[Ep(ue, + A - u”*

et AU
o (A=0)=0 (1.9)

Ceci revient a écrire la relation suivante, qui équivaut a la formulation vue au premier

semestre.

il

[fQ Tr(gex :

A0 o, WA [y dS=0)
Démonstration:

1 2
Ep(ueer/\-u*:/Tr(s K -¢e >dQ+A/Tr<e*~ ~6*> dQ
2 0 =er = =ew 2 0 = =

+A/Tr (s Ks> dQ—/ fd-uegcdﬂ—/ Fyu* dS—\ [/ fd~u*df2—/ Fd-u*dS]
Q = = Q- 30 Q- 2,0

On dérive cette équation par rapport a A puis on prend la valeur de ’expression obtenue,

IllEs

pour A = 0. On obtient bien l'expression encadrée ci-dessus.

4.4 Théoreme de I'énergie complémentaire

Théoreme 4.2 La solution en contraintes du probléme d’élasticité est la solution du probléme
de minimisation :
min {Ec(g), g € Saa}

Ce qui peut aussi se traduire par :
Vo € Sad, Ec(g, ) < Ec(g)
On peut donner les explications suivantes quant-a 1’énergie complémentaire du champ de

contraintes o :

b= [ e e [ s

1 2
1. énergie de déformation en contraintes;

2. travail des efforts des contraintes sur la zone & déplacement imposé.

Pour la résolution du probleme, le théoreme de I’énergie complémentaire, qui doit nous
permettre de trouver Ec(g_ ) est a la base de la méthode suivante :

-1
-—> -—> = g -->
Ec(aex) a,. €.y K g Upy

4.5 Théoreme d’encadrement

Théoreme 4.3 Soit (gex;gex) la solution exacte du probleme. Alors on a :

U(Uey; o m) = 0= Ep(ue,) + Ec(gew) = Ep(ue,) = _Ec(ger) (1.10)

—e

Soit en fait, avec u € Uyq et 0 € Syq -

—FEc(g) < —Ec(g,,) = Ep(ue,) < Ep(u)

Encadrement des caractéristiques globales du systeme

LA336.pdf 10 4 mars 2007
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4.6 Théoreme de Pythagore dans I'espace des contraintes

Soit (u; o) € Uaq X Saq une approximation de la solution au probleme d’élasticité.

Propriété 4.2

2 2 2
lz— & -¢l” =lle,, —2l” + llz,, — £ -] (1.11)
Démonstration:
g'=g, —a
U =U, — U

Ona:K-gu)=g, —K- e

On poursuit cette démonstration en utilisant la propriété d’orthogonalité swivante :

/QTr(a* () d9 = 0

Conséquences sur la qualité des approximations

lg,, —

le,, =

ISH
IA
IS}

|
[l
I
=

I !
i,
S
/AN
=

|

I
i
E

Par cette méthode, on peut évaluer la qualité de ’approximation.

Par ailleurs, si on note ¢ = 5 | — K - £(u) |, alors :

e(w)]|

(1.12)

5 Théoremes de I'énergie pour les poutres

5.1 Traction - Compression

On travaille sur une poutre encastrée en O, a laquelle on impose un déplacement § en
s = L, et une force répartie f = f - e,

YOI IV4

eI

Fi1G. 1.3 — Schéma du probléme de traction-compression

LA336.pdf 11 4 mars 2007
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Formulation classique (locale)

— Equations de liaisons :

u(0) =0
u(L) =19
Régularité du champ de déplacement u

— Equations d’équilibre Vs € [0, L] :

dN _
95+ /=0
N:E-S-Z—Z

Formulation énergétique (globale)
— champ cinématiquement admissible :
Una = {u(s) régulier,u(0) = 0,u(L) =0}
— champ cinématiquement admissible a zéro :
Ugd = {u*(s) régulier,u*(0) = 0,u"(L) = 0}

— champ statiquement admissible :

dN
Sud = {N(s) régulier, Vs € [0, L], IS +f=0
— champ statiquement admissible a zéro :
dN*
Sgd = {N*(s) régulier, Vs € [0, L], g = O}

— définition d’une norme :

L N 1/2 L 2 1/2
IV Uo N E-Sds} Uo E5 ]

— propriété d’orthogonalité :

du*
s

ds =0

L
Yu* GL{ad,VN* ESad,/ N*.
0

— erreur sur la relation de comportement (erde) :

du
=||N—-FES - —
€ H ds

— définition de la fonctionnelle :

du||?

1
= _ES.
Y(u, N) 5 HN S Is

Ep(u) = ;/OLES <;i;;> ds—/OLf-uds

1 N?

— théorémes :
Yu € uad, Ep(uex) < Ep(u)

VN € Su4, Ec(Ney) < Ec(N)

LA336.pdf 12
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Exemple de résolution par le théoreme de I'énergie complémentaire

NeSu=N(s)=—f-s+a (1.13)
D’olt on en déduit que Ec(N) = Ec(a), car a est le seul parametre dont dépend Ec. Alors :

L 3
25° a2 afIseas— — 2 2 e e 2 Ls—a
Ec(a) = 2ESf -5 fa80+fL5 a5—2‘ESf3+a L faL}—i—fLé a-d
(1.14)
On cherche ensuite le minimum de Fc :
dEc L f-L?
o = ES " 3ms 00 (115)
Soit fL 6-ES fL §-ES
SRR R RS A O AL U 2 (1.16)
Ceci nous permet de déterminer e, et ainsi e, :
_f s? f-L )
Uep = 55 9 ES+L s+ N(0) (1.17)

L’équation 1.17 permet également de vérifier que u(L) = 6.

Exemple de résolution par le théoreme de I'énergie potentielle

11 suffit de choisir un v € U, quadratique. Deux scalaires de u sont déja fixés, et on obtient
le troisieme en exploitant min[Ep(u)].

5.2 Flexion plane

On considere le cas d’une poutre encastrée en O, et tournée en L, soumise & un champ de
force réparties p.

I I IOV

Fi1G. 1.4 — Schéma du probleme de flexion

Formulation classique (locale)
— Equations de liaisons :
0)=0
(L)=0
(0)=0
0(L) =

Regularlte du champ de déplacement v

ST

>
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— Equations d’équilibre Vs € [0, L] :

dM
T =0
E—i—p:O

— On distingue deux hypotheses quant-au lois de comportement :

{TZM-S‘-(Z%Z— )

— do
M=F- Iy

1. Timoshenko :

2. Bernoulli :
ds P2
J— v
M = EIK

Formulation énergétique (globale)

— champ cinématiquement admissible :
Ung = {(v(s),0(s)) régulier,v(0) = 0,v(L) = 0,6(0) = 0,0(0) = o}
— champ cinématiquement admissible :
Ung = {(v* (), 0%(s)) régulier, v*(0) = 0,v"(L) = 0,0%(0) = 0,6%(0) = 0}

— champ statiquement admissible :

M T
Sod = {(T(s), M(s)) régulier,Vs € [0, L], Z—S +T =0, % +tp= 0}

— champ statiquement admissible a zéro :

dM* dr*
Sud = {(T*(s),M*(s)) régulier, Vs € [0, L], T +T =0, S +p= 0}

— définition d’une norme :

(T, M| = [/OL <ﬁ+ﬂg> dsr/a

— propriété d’orthogonalité :

L
/T*-’yt*—i-M*-X}ds:O
0
— énergie potentielle :
1 Lo /an 2 A L
E 0)=— — =40 EI(— | ds— ‘vd
po0) = [ us (G o) wrr(5) ds- [ pevds
— énergie complémentaire :
1 T2  M?
Ec(T,M)==- | L— 4+ —ds— M(L) -
6(7)2/OM-S+EIS (L)«

— etc. tout le reste du probléeme ressemble a celui traité au chapitre précédent.
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Calcul des treillis

1 Définitions
Un treillis est un assemblage de poutres :
— liées entre elles par des rotules;

— chargées de telle maniere qu’elle ne travaille qu’en traction-compression.
On étudie le cas ou seules les rotules sont soumises a des efforts et des déplacements

imposés.

Remarque : Dans un premier temps, on ne traite que les déplacements tmposés nuls.

Exemple : Le treillis suivant servira d’exemple pour tout ce qui va suivre.

¥

CE=px+aqy

I

Fia. 2.1 — Exemple de treillis a 4 noeuds et 5 barres

2 Calculs par le théoreme de I'énergie potentielle

On a la relation suivante :
Ep = eq —Wpgy (2.1)
~— N =
1 2 3
avec :

1. P’énergie potentielle du systeme ;
2. D’énergie de déformation ;

3. le travail des efforts extérieurs imposés.

15
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2.1 Energie de déformation d’une poutre

Probléme a considérer

Considérons la barre « ci dessous, a 1’état initial et a ’état déformé :

F1G. 2.2 — notations sur une barre

On peut alors donner :

Al,
Eq = ——

la
Démonstration: 1[I s’agit d’une poutre en traction :

dN d
— =0 = N = cste :E-S~—u=E-S-€a
dx dx
C’est a dire que : €4 = ELS = cste
Ceci nous donne finalement :

u(z) =eq -+ u(0) = g4 = =

Calcul de ¢,

C’est a dire que :
150 = 12+ gy =l 2 - N - gy — )
Autrement dit :
(la+ AL =12+ |y —w|*+2 la Ny - (u; — )
On se place ensuite dans le cadre de 'hypothése des petites perturbations :

[

<<1:> B

l

e} «

LA336.pdf 16 4 mars 2007
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Ce qui nous permet d’écrire :

2
<la7;Alo¢> :1+2Nz<;j’j_u7,)

Soit, en réécrivant la méme équation sous une autre forme :

N.. - (u, —u
1+aa_\/1+2-”(lu]u’> (2.2)

Comme ¢, est petit d’apres ’'HPP, on peut donner 1’équation 2.2 en effectuant un déve-
loppement limité du premier ordre :

1 Nii-(u; —uy; Ny (u; —yy
1+aa=1+§.2-*J (lj )+< ! (lj )> (2.3)

On obtient ainsi une expression de la déformation dans une barre en traction-compression,

sous 'hypothese des petites perturbations :
(2.4)

Calcul de I'énergie de déformation ¢,

Par définition, dans le cas de solicitations en traction-compression, on a :

1 [l du? 1 [l
eda:§ ; ES(dx) d$:§ ; E-Sfida:
Ce qui donne, dans notre cas particulier :

2
a

1
eda:§Ea-Sa-la~s

Ceci nous permet de calculer simplement ’énergie de déformation de la structure, qui est

la somme des énergies de déformation de toutes les barres :
1 5
ed:2zlEa'Sa'la'€(2l (25)
o

2.2 Travail des efforts extérieurs

4
Wpa = Zﬂz - Fy (2.6)

i=1
2.3 Résolution du probleme
Inconnues cinématiques
On cherche : (;);eq1.2,3.43
(5

Par ailleurs, on note : u; =
Vg

De plus, pour assurer que le champ de déplacement soit cinématiquement admissible, il

{
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Ce qui se traduit simplement par : vo =v3 =vy =ug =ug =0
Un champ cinématiquement admissible est donc parametré par le triplet : (u1, vy, ug).

Calcul des déformations

On calcule €7 a titre d’exemple, mais on donnera simplement les valeurs aux autres noeuds
(L désigne la longueur de la barre (1,2) :

V2L V2-L\0 vy V2-L

Et on obtient pour les autres barres :

u2

— g9 = i
— e3 = uli/%zgm
— ey = \;%JQL
— g3 = U\1[;£

Calcul de I'énergie de déformation totale

On consideére que toutes les barres ont méme section et méme module d’Young. L’équation
2.5 nous donne alors :

1
edzi.Es-(\/§-L.s%+L-e§+L-e§+\/§-L-53+L-e§)

Ce qui nous donne, tout calcul fait :

ES

Zn(\/i'u%—l—u%—i-(ul—uQ—Fvl)Z—i-\/i'u§+(v1—u1)2> (2.7)

€d

Calcul du travail des efforts extérieur

De la méme maniere, ’équation 2.6 nous donne :
Wra=p-ui+q-v (2.8)

Utilisation du théoreme de I'énergie potentielle

Pour le probleme considéré, ’équation 2.1 devient :
Ep(u1,v1,u2) = eq(u1,v1,u2) + Wra(ui, v1, u2)

On applique le théoréeme de 1’énergie potentielle, qui dit que la solution du probleme mini-
mise la valeur de Ep :

281 _ BS (/2 up + (ug —uz +v1) — (01 —ul)] —p=0
e —0 = & B [(uy—uy+u1) — (vn —ul)] —g=0
%75;?:0 %[-u2+(u1—u2+v1)+\/§'u2]—0:0

On obtient un systeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues, qui est tres facile a résoudre,
si le probléeme est bien posé.
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2.4 Autre écriture du probléeme - Ecriture matricielle

Définition des nouveaux objets utiles

Ui
u=\|1v
U2
Ce vecteur est appelé vecteur de déplacement généralisé. 11 est cinématiquement admissible, de
dimension 2N — L, avec N le nombre de noeuds, et L le nombre de liaisons.

€1

Ce vecteur est appelé vecteur de déformation généralisé. 1l est de dimension b, le nombre de
barre. Par ailleurs, il est linéairement dépendant de u, et on peut trouver B tel que :

0]

=B-u (2.9)

Avec B une matrice de dimension b x (2N — L).
On peut ensuite écrire :

ea=-g A-g (2.10)

Avec la matrice A qui s’écrit comme le produit de trois matrices diagonales A = E-S- L, telle
que :

- E =diag (Ea)aequ,... )

- S =diag (Sa)acq,. b}

- L =diag (La)aeqa,.. 1}
Alors I’équation 2.10 peut s’écrire sous la forme :

—_

eaw) =5 -(B-uw)' A-(B-u)

T2
Ce qui nous donne, en effectuant la transposition, et en regroupant habilement les facteurs :

1
En notant K la matrice de rigidité du probleme, telle que : K = (BT - A - B), on obtient

une nouvelle expression de I’énergie de déformation :

caw) == -u’ K -u (2.11)

\V)

Remarque : KT = ((BT A B)T =BT . A. (BT)T - K
On vient de montrer que K est symétrique : cela signifie que eq est une forme quadratique de

u.

Il nous reste ensuite a écrire le travail des efforts extérieurs Wg,4. Pour cela, on note F' le
vecteur des efforts généralisé. On obtient :

Wpg=FT -u (2.12)
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Application du théoréme de I'énergie potentielle

D’apres ’équation 2.11, on peut écrire la relation du théoreme de 1’énergie potentielle sous

la forme suivante :

1
min Ep(w) = min [edw) A u}
u u

\V]

Pour la résolution, on utilise ensuite la relation :

oA A=0 ‘

Par ailleurs, on a : Ep(u,, +Au*) = a+b-A+c- A2 On retrouve toujours cette forme pour
I'expression de Ep. On peut alors transformer ’équation 2.13 en :

O0Ep
O\

0
Yu* e U,,,

A=0

C’est a dire :Vu* € Z/lgd, b = 0. En développant le calcul de Ep(u,, + Au*), on a :

Comme K est symétrique, on obtient :
u - (K -y, —F) =0
Ce qui revient en fait a résoudre le systeme linéaire :
K- -u,=F (2.14)
Propriété 2.1 On a l’équivalence suivante :
Bréguliere < Kréguliere

On rappelle que : (Mréguliére) < (M -u=0=u=0)
Soit, dit autrement : dim (Ker(M)) =0

Démonstration: Démontrons les deuz implications :

1. On suppose B régulicre. Alors :
B-u=0=u=0)

Ainsi :

Considérons alors le probléme suivant : 7 - A -z avec A symétrique, définie, positive.
Alors cela revient a dire que x = 0. Ce qui signifie que, dans notre cas précis, B-u =0,
et donc par conséquent : x = 0. C’est a dire que :

(B réguliere) = (K réguliére)
2. On suppose maintenant K réguliere. Soit u tel que B -u = 0. Alors :
A-B-uw=0=b" A Bu=0=>K-u=0=>u=0

Ainsi :

(K réguliére) = (B réguliére)
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Autres exemples

Les autres exemples dévelloppés en cours ne seront pas traités ici. Mentionnons simplement
que pour assurer une matrice B réguliere, il faut supprimer tout probleme de mouvement de
solide rigide.

3 Calcul par le théoreme de I'énergie complémentaire

On a la relation suivante :

El’c = eq — Wy, (2.15)
2 3

avec :

1. P’énergie complémentaire du systeme;

2. D’énergie de déformation;

3. le travail des efforts aux noeuds a déplacements imposés.

De plus, il s’agit de traction-compression. Seul I'effort normal intervient : N, = cste.

3.1 Ecriture du probleme
Pour que les champs d’effort soient statiquement admissibles, on a :

N

ZNk g = EFy (2.16)
k

Cette équation résulte de I’équilibre des noeuds :

,
Nk

Fic. 2.3 - Equilibre du noeud i

Equilibre des 4 noeuds
— noeud 1: Nl'l—FNg'%—{—Ng,'% =pztqy (soit 2 équations scalaires d’admissibilité
statique) ;
— noeud 2 : Ny - % + Nj - i\/;g +Ny-2=0-2+R?- Y (soit 1 équation d’admissibilité
statique, car on ne connait pas la valeur de R? avant résolution);
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— on ne peut tirer aucune équation d’admissibilité statique supplémentaire pour les noeuds
3 et 4, qui sont a déplacement imposé.

Bilan

L’espace des champs d’effort statiquement admissible est I’ensemble des champs (N, -)ie{l 2,3,4,5}
qui vérifie :

N1+y% 55*_17
Ny | N
cryTe
b8 N

On peut donc tout écrire en fonction de deux parametres seulement :

Ni=p+q—v2-N;
Ny = N3+ /2 Ny
N3 = N3

Ny= Ny
N;=v2-q— N3

Théoreme de I'énergie complémentaire
Minimisons 1’énergie complémentaire pour obtenir Ny et N3

On a Wy, = 0 car les déplacements imposés sont nuls. Par ailleurs, I'énergie de déformation
pour une barre s’écrit :

hNE N2
;== 2.17
“4=3), BS“ T 2.ES (217)
Ainsi, les équation 2.15 et 2.17 nous donnent :

Ec-ed—Zedl - ES [\@(\/ﬁ(p+q—\/§-1\f3))2+<N3+\/§-N4)2+N§+\/§-Nf+(\/ﬁ-q—J\

L’utilisation du théoreme de I’énergie complémentaire donne le systéme suivant :

{ o =0 @{ (2V2+3) N+ VE-Ni=2- (p+9) +V2q

SEc =0 V2 N3+ (2++2)-Ny=0

3.2 Probleme sous forme matricielle
Soit B le nombre de barres. On a le vecteur des efforts généralisés N définit par :
N
N=1":
N5

5
Ec:edZE Nig'lizl.NT.Efl.Sfl.L.N
Z-:12'Ei5i 2 T

Avec E, S et L trois matrices diagonales définie comme au paragraphe précédent. De plus,
sionnote M =E~1.S7 1. L ona:

1
ey -NT-M-N (2.18)
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Remarque : Dans le cas général, on a également : W

_ nNT
gd_ﬂ 'Qd

Remarque sur I'équilibre des noeuds

N=E-S-e=E-S-B-u

Lorsqu’on applique le théoreme de ’énergie potentielle, on doit résoudre le systeme linéaire
K-u=F.Or:
K=B"-E.-S-L-B=B"-L-E-S-B

Cest A dire: E-S-B-u= N. Soit en fait : BT -L-N = F. Ce systeme linéaire correspond
a celui qu’on a écrit sur les noeuds. Pour trouver la solution, on a donc a résoudre :

min  (N"-M-N) (2.19)

Ceci conduit également a un systéme linéaire.
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[nitiation a la méthode des éléments finis

1 Introduction

A la base, on a un probléme de mécanique des milieux continus classique :
— formulation du probleme;
— existence et unicité de la solution ;

— expliciter la solution.
En général, on est incapable de trouver la solution analytique du probleme. On cherche

donc une solution approchée au probleme :
— basées sur les théorémes de ’énergie (NAVIER - 1810 , RAYLEIGH - 1870);
— bases mathématiques (RIESZ & GALERKIN - 1910);
— 1 “calcul par éléments finis (ARGYRIS - 1954, aéronautique);
— code éléments finis : NASTRAN - 1963 ;
— estimation de l'erreur commise - depuis les années 1980.
Presque 100 % des codes industriels utilisent le théoreme de ’énergie potentielle, délaissant

le théoreme de 1’énergie complémentaire, utilisé expérimentalement seulement.

2 Principe de la méthode des éléments finis en dépla-
cement

2.1 Hypotheses

— ¢élasticité linéaire isotrope et homogene ;
— hypothese des petites perturbations;
012 # 0

— hypothese supplémentaire : {
ug =0

Remarque : dans ce cadre, il existe une unique solution au probleme, et de plus : U;; = U,q.
De plus, U,q possede une structure d’espace vectoriel.

2.2 Rappel de la formulation

Le champ solution exacte u,,(M) donnera le minimum sur U,q de ’énergie potentielle
Ep(u).

24
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Eaw) = 5 [ 7r|ew) Koctw| av [ gyowav— [ pyuas

On trouve ensuite g, par post traitement, d’apres la loi de comportement.
2.3 Formulation du probleme approché
Remarque : On a : dim(U,q) = +00

On va appliquer le théoreme de I’énergie potentielle dans un sous espace de dimension
finie : Uy, C U,q, avec dim(Up) = N. On obtient alors le probleme approché suivant :

uy, = min Ep(u) (3.1)

Comme U}, est de dimension fine, on en exhibe une base :
= (Dy,...,2y)

On peut ensuite décomposer u;, dans cette base :

N
Uy, = E u; - P,
=1

Les inconnues sont devenues les (u;);cq

1
= — . T
€q ) /Q r

En développant cette expression on arrive a :

. ;iiul%/ﬂﬂ (e(@) 'K'f(‘bj)) av

i =1

N} €t on obtient :

N

-----

(i U -8(@-)) :

i=1

il

v (3.2)

Dans la méme idée, on a :

N
Wea=> ;- {/S)fd-@dVJr/aQFd-@dS]
=1 2

/

F;

De cette maniere, on obtient la relation suivante :

1 N N N
Ep(gh)=§Zzui-Uj-Kij—Zui-Fi (3.3)
i=1

i=1 j=1

On se donne alors :

Et I’équation 3.3 nous permet alors d’écrire :
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ea==ul - K-u—FT.u (3.4)

La solution du probleme de minimisation de 1’énergie de déformation exprimée en 3.4
conduit a la résolution du systeme linéaire : K -u = F, avec K une matrice symétrique, définie
et positive (condition tres utile pour la résolution, voir le cours de LA311)

Vocabulaire : K est dite matrice de rigidité et F est dit vecteur d’effort généralisé.

2.4 Propriétés complémentaires

2.4.1 Nature de I’'approximation

On voudrait savoir en quoi notre approximation est fausse.

Probleme exact Probleme approché
Admissibilité cinématique : u,,, régulier, u,, sur 012 | w,, régulier, u; sur 0;§)
Admissibilité statique : M(gew) + id =0 sur Q @(gm) + id # 0 sur
gex~Q:Edsur82(2 gh~ﬂ7éﬂdsur82(2
Relation de comportement g, = g  €(Uey) g, = g -e(up)

2.4.2 Réécrivons les conditions de minimisation

wy, solution de miny, ey, Ep(u) revient a écrire :

oF A-uf
Vui € U, plup FA-w) | (3.5)
oA A0
On exprime ’énergie potentielle :
1
Bt i) = 3 [ T |stu 4 A1) Kol + 3| av= [ Fotweiraiyav- [ Felwaa)
Q = Q EX0)

Soit en développant : Ep(A) = A+ B - X+ C - X2, Alors I’équation 3.5 devientB = 0
C’est a dire :

v et [ Trleti) i ctwd| av = [ govave [ Eedias 6o
Q = Q [219]

Vil eu,?,/Tr [g(g;;).gh} dV:/fd-u?LdV+ F,-uldS (3.7)
Q Q 020

On peut écrire la méme chose pour la solution exacte du probleme, qui correspond a
Uzqa = Uy. On obtient alors :

V’U,*Guad,/T?”[E(u*)'J }dV:/fd-u*dV+/ F,-u*dS (3.8)
Q@ = = Q- 80
Mais I’équation 3.8 est vraie aussi si u;, € C :
/Tr[g(u;)-a ]dvz/fd-u;dv+ Fy-uldS (3.9)
o U - Q- 80

En effectuant la soustraction (3.7—3.9), on obtient :

/Q Tr [f(u}'l) :
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Ce qui reste vrai si uj = w;, puisque uj € U,
Et la différence entre les deux équations créées donne :

/QTT [8(162 ~w) K- (g, - gez)} dV =0 (3.11)

2.4.3 Interprétation dans I'espace des champs cinématiquement admis-
sibles

On introduit le produit scalaire suivant :

IllEs

V(uy, uy) € Uaa)?, (uiluy) = /Q Tr [a(ul)- -a(ug)} dv

C’est bien une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive, d’apres les propriétés de
l'opérateur de Hooke K. Alors I’équation 3.11 s’écrit plus simplement :

(up, — uplup, — u,p,) =0 (3.12)

Uex

Un

Un i Ch
|

F1G. 3.1 — Projection de la solution exacte sur un sous espace de recherche de solution approchée

Le minimum de ||uj — u,,| est obtenu pour u; = wu,,, qui est en fait le projeté de u,, sur
Up,.

2.4.4 Mise en oeuvre des éléments finis
1. Choisir une base (@i)ie{17.__,n} de fonctions de formes, pour constituer le sous espace Uy,.

2. Calculer K, F.

3. Résoudre le systeme Ku = F . (en général, la matrice K est de dimension > 10000 )

Remarque : Un des points clé de la méthode est de choisir des fonctions des formes @, qui
prennent une valeur non-nulle dans une partie restreinte de ). Ceci a pour conséquence de
faire apparaitre beaucoup de zéros dans K. La matrice de rigidité ainsi créée est dite creuse
et méme bande.
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r

3 Eléments finis pour les poutres droites

3.1 Rappel - Traction

fd Fd

>
>

\ 4
\ 4
\ 4
\ 4
Y
Y
N

F1G. 3.2 — Poutre sollicitée & la traction

Soit v un champ de déplacement cinématiquement admissible.

;/OZES' (Z;L)de_ [/Olfd.u(x)dx-f-Fd'u(l)]

Upg = {u régulier | u(0) =

Ep(u(z)) =

On a :
chercher la solution le plus approchée de la solution exacte par :

Zw pile }

~y} la famille de fonction des formes de base pour Uj,.

0}. On définit Uy, le sous espace dans lequel on va

Uy, = {uh régulier , Vz € [0,1],

avec (%)ie{l,...,
Energie de déformation

On cherche ensuite a trouver Kj;, le terme de la matrice de rigidité globale. Pour cela, on
écrit I’énergie de déformation :

L g (X 2 L N / N /
ed:Q/OES M(;ul%(gj)>1 d:c:2/OES~<;uz"%(x)> jz:;uj'@j(l’) dx

On peut réécrire cette expression de maniere plus simple, en sortant les termes constants

de l'intégrale. On obtient :

Z U; - Uj - /ES oi(x) - @l (x) da

=1 j=1
Soit en fait :
T
(151 Uy
1 I 7

edzi' K;; zi-g K -u (3.13)

UN unN
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Travail des efforts imposés

On veux pouvoir exprimer F pour avoir : Wpy = ul - F.

l N N
Wra :/0 fa- (Zuz"%(x)> dr + Fy - (Zuz"%'(l)>

Ce qui donne en fait :

Wra = ZN:% (/Dl fa-pi(x)de+ Fy - %‘(l))
=1

F;

Soit, écrit sous forme matricielle :

Weqg = - | F; (3.14)

UN

3.2 Choix des fonctions de base

Dans ce paragraphe, on présente le choix classique utilisé pour obtenir un des codes éléments
finis les plus simples.

0

1
| |
|
|

N-3

<
N
pd
N

2
|
!
|
|
|
|

|
‘ |

ﬁ E(Pzi
‘ |

A Y

\/

5
<

)

—_——r 4 >

x

v

-_
B L

S
Z

>

3
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|

—_—
—t

F1a. 3.3 — Fonctions des formes de base utilisées dans cet exemple

{ up(z) = Zf\il u; - i(x)

up(xj) = uj (déplacement nodal)
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3.2.1 Calcul des termes de la matrice de rigidité

l
Ki; = ES / () - o)) dx
0

C’est a dire, plus précisément :
- Ky =0sili—j|>1
- Kij = BS [[7 64(@) - ¢l (@) do+ [0 @) - @l (@) da + [0 0lw) - gy (2) da

Ti4+1
:ES(O—fH+0>SiH—ﬂ:ﬂ
-~ K;; = ES [f (i) 2dz+fg+l(¢;(x))2dx} — ES (%+ﬁ) sii=jetiAN
~ Kny =25
N 1 1 1
ntn Tn
1 1 1
5 BTG 0
Dou: K =
0 e I et
S T
In—1 l

3.2.2 Autre méthode de calcul de la matrice de rigidité : par assemblage

1 N duy, \ 2
= - J X ptatil
2;:;/]‘,1_1 S(dw) da

On peut écrire cette expression de maniere simplifiée, en utilisant :

duy, U; — Uj—
o = uin 9 (2) +ui - i) = = (3.15)
T w1 ,24] i
Ui
| |
Xi-1 X

Fi1G. 3.4 — Expression de la dérivée de uy sur ’élément ¢

En utilisant I’équation 3.15, on écrit I’énergie de déformation de 1’élément 7 :

1 [% T 2 ES
Ti—1 7 K3

On peut a nouveau écrire cette expression sous forme matricielle.

T
1 T 1 Uj—1 ES 1 -1 Uj—1
P = = - "Ki',':*' . . . N

Vocabulaire : On appelle K; la matrice de rigidité élémentaire pour I’élément

[\
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On assemble ensuite toutes les matrices élémentaires crées pour construire la matrice de
rigidité globale du probleme.

K3

La matrice K ainsi créée est de dimension (N+1)x(NN+1), associée au vecteur déplacement
(ug, ...,upn). Les conditions aux limites imposent ug = 0, ce qui nous permet de supprimer la
premiere ligne et la premiere colonne de la matrice brute K : on obtient la matrice de rigidité
globale K.
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