LA313 - Bases de la MMC Chapitre VI - Approches Energétiques

Utilisation du Théoréme de I’Energie Potentielle

On considere le probleme de traction pure suivant. Le domaine étudié () est parallé-
lépipéde rectangle. les normales a ses faces sont alignées avec les vecteurs de la base
orthonormée directe (¢, ¢,, €5). La surface latérale, notée S, est le regroupement des
deux faces normales a ¢, et des deux normales a e;. Elle est libre d’effort. La face S,
de normale sortante ¢, est soumise a une densité surfacique de charge fe,. La face
S_, de normale sortante —e, est soumise a une densité surfacique de charge —fe,. f
est un parametre de charge donné. Le matériau est élastique linéaire de paramétres £
et v. X et u sont les coefficients de lamé associés. On se place dans I'hypothése des
petites perturbations et les effets dynamiques sont négligés. On appelle L la longueur
dans la direction ¢, et S la surface des sections perpendiculaires.

1. Poser le probleme d’élasticité. A-t'il une solution unique ?
2. Définir les espaces d’admissibilité cinématique et statique.
3. On fait 'hypothése d’'un champ de déplacement de la forme :

u(ry, 2, 3) = Uy + Uy, aVeC u; = x1€; et uy, = Toe, + T3e5

ou les scalaires ¢, et ¢; sont quelconques. Le champ w, correspond a une élonga-
tion dans la direction de traction et le champ u, a un déplacement radial di aux
effets Poisson. Un tel champ est-il cinématiquement admissible ?

4. Construire I'énergie de potentielle d’'un tel champ de déplacement.

5. Par application du théoréme de I'énergie potentielle, construire le meilleur de ces
champs.

6. En déduire le champ de contrainte associé en tout point u(A/). Ce champ est-il
statiquement admissible ? Conclure sur le qualité de ce couple solution.

Eléments de correction

1. Probléme
dive =0, VM eQ
ote, =ogte; =0, VM € Sy ; ae = fe,, VM eS, ; a(—e)=—fe, VMeS_
1 1
= —gyg—%Trg;, VM € Q) ; gzé(gradg+gradTg)

Ce probleme a une solution unique en contrainte et en déformation. La solution
en déplacement est définie a une mouvement de solide rigide prés car le systéme
ne possede aucune condition aux limites en déplacement.
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2. Espaces d’amissibilité :
Upa = {% reg.}
S = {g, sym. /divg =0, VM € Q,
octe,=0te; =0, VM € Siu,
oe, = fe,, VM € S,
a(—e) = —fe;, VM € 5—}
3. Un tel champ de déplacement est cinématiquement admissible quelles que soient

les valeurs de ¢; et ¢s.
4. L'énergie de potentielle est :

1
Ey(q1,92) = §LS<()\ +20) gt + 4N+ 1) + 4)\Q1Q2) — fLSq

5. Lapplication du théoréme de I'énergie potentielle donne :

9B _
og N { (A +20)q1 +2XAge = f
%:0 2 g+ AN+ ) =0
02
ce qui correspond au systéme matriciel :
(A+2p)  2X o | _
{ 2 Ow)]{%}{
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dont la solution est :

A+ 2 fo= i
M= Ba T 2p) E
A
T ouearw! T E
soit
ia|
u(M) = % VT2

—VTs3

6. Champ de déformation et champ de contrainte associé :

f
e=| 0 —2f 0 . o=(000
0 0 —Kf 000 (e1:€9:€3)

E (e1.€9.e3)

Le champ de contrainte est statiquement admissible. Le couple est admissible et
vérifie la relation de comportement : c’est la solution exacte du probléeme.
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