Rappels d’algebre linéaire

C. GUILLET
Institut Arts et Métiers Chalon sur Saéne / laboratoire Lispen

\ Arts
et Métiers



Sommaire

eEspaces vectoriels / Applications linéaires
eMatrices
e Applications linéaires et matrices

eDéterminants

\\ Qtr}s.sﬂlétiers



ESPACES VECTORIELS ( R")
APPLICATIONS LINEAIRES

Chapitre 1
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I R espace vectoriel

1) Définition :
£ ensemble (de vecteurs)

loi interne +: ExE—>E
(i,V) > ii +V

loi externe .: RxE—>E
(A,i) > A-ii
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I R espace vectoriel

1) Définition :
(E,+)  groupe commutatif si
— @+V)+w=u+G+w) (+ est associative)
— élément neutre 0cE : i+0=0+u=1u
— tout ii e £ aun opposé —ii : ii+(—ii)=—ii+i=0

- Uu+v=v+u (+ est commutative)
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I R espace vectoriel

1) Définition :

(E+:) R espace vectoriel si:

- ( ) groupe commutatif
- l-u=u

- A-(weu)=(Ap) -

- A+ v)=A-i+ AV
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I R espace vectoriel

2) R” :
 — i=(x,x,,...,x,) vecteurde R”
—addition : i=(x,,x,,....x,) et ¥=(,¥s00¥,)
ﬁ+\7:(x1+y1,x2+y2,...,xn+yn)
— multiplication externe : i =(x,,x,,....x,) et A€R
A-ii = (Ax,, 2x,,...,Ax, )
- (R”,+,-) R espace vectoriel
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I R espace vectoriel

2) R” :
eExemple : R’

ensemble des vecteurs de la forme ¢ = (x, y,z)

muni de + et de .

est un R espace vectoriel.
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I R espace vectoriel

3) Sous-espace vectoriel de R” :

® [ sous-espace vectoriel de R” si :

— F non vide inclus dans R”

— Fstablepour + : iicFetveF = utvef

— Fstablepour . : uecFet icR = AueF
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I R espace vectoriel

3) Sous-espace vectoriel de R” :

® [ sous-espace vectoriel de R” si :

— F non vide inclus dans R”

-I' stable par combinaisons linéaires

iecFet veF et AecRet ueR = Au+uvelF

® Exemples : D={£i=(x,0,0)} et P :{ﬁ:(x»%o)}

sous-espaces vectoriels de R
Art
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II Famille liee, famille libre

Soient u,,uU,,---,u, p vecteurs de R”

p

1) Combinaison linéaire :

—_—

e Combinaison linéaire de u,u,, --,u,

Ay + Ay, +---+ A u | avec A, 4,, -, 4, réels

e Ensemble des combinaisons linéaires de u,,u,,---,u :

p "

Vectli,, ii, i, )

e Exemple : dans R3, & =(1.0,0) et #, =(0,1,0)
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II Famille liee, famille libre

2) Famille liee :
® u,u,, ,u, famille liée de R”
< ug,u,,---,u, linéairement dépendants

o Ay A
Ay + Auy +--+ A u, =0

non tous nuls tels que

< llexiste 1<i< p telque
~ A A A, A

° Remarques - -dans R?, vecteurs liés = vecteurs colinéaires
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II Famille liee, famille libre

3) Famille libre :

® u,u,, ,u, famille libre de R”

& up,u,,,u, linéairement indépendants

S |\ Aiiy + Aty ++ A, =0 4 =4, ==4 =0

® Exemples : dans R3, v, =(1,0,1),%, =(1,2,0) et v, =(0,1,1)
v, =(1,01) et ¥, =(1,2,0)
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II1I Famille génératrice, base, dimension

Soit £ un sous-espace vectoriel de R”,

soient u,,u,, --,u, pvecteursdeFE .
1) Famille génératrice :

o (ﬁl,ﬁz,--°,ﬁp) famille génératrice de £

= Vect(ﬁl,ﬁz,---,ﬁp)z E

® Exemples : pour E=R3, v, =(1,0,1) , 7, =(1,2,0) et v, =(0,L1)

v, =(101), %, =(1,2,0), % =(0,11) et ¥, =(321)
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II1I Famille génératrice, base, dimension

2) Base :

® (i,,i,, i, ) base de E
= (ﬁl,ﬁz,---,ﬁp) famille libre et génératrice de E

< tout vecteur de £ s’écrit comme combinaison linéaire

—

unique de u,u,, -, u,

® Exemples : pour E=R3, % =(1,01) 7, =(12,0) et % =(0,L1)

¢, =(1,0,0), ¢, =(0,1,0) et & =(0,0,1)

(€,,¢,,¢, ) base canonique de R3
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II1I Famille génératrice, base, dimension

3) Dimension :

® Toutes les bases de £ ontle méme nombre de vecteurs.

Ce nombre = dimension de £ = |[dm E/|.

® Exemples : dimR3 =3
dimR” = n
e Si dimkE =p:
» famille libre de p vecteurs de £ = base de £

= famille génératrice de p vecteurs de £ = base de L.
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IV Application lineaire

1) Définitions :
f:Rr— R”

a) Définitions, notations :
fa+v)=fla)+ f(v)
S (i) = 2f ()
o S+ )= 2 @)+ uf (V)

e / application linéaire <

e [L(RP,R™ :ensemble des applications linéaires de R” dans R”

e Sin=p  alors f endomorphisme de R”

L(R"™) : ensemble des endomorphismes de R”
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IV Application lineaire

1) Définitions :
b) Exemples :

o /:RoR

X = ax

® /- Rz—) R2
(x19x2)H (xlao)

o f: R2 5 R2
(x,y)H(X—y,2x+3y)
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IV Application lineaire

2) Opérations : < L(R?,R"

o gc L(R”,R") et Areéel:
f+ge LRP,R")
et 1fe L(RP,R"

o gc L(R"R™):
go f e L(RP,R™
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IV Application lineaire

RP

3) Noyau :
e Noyau de /' = Ker f :
ensemble des vecteurs u

de RPtels que f(ii)=0

e Exemple:

Kerpl:{(O,xz),x2 E[R} /

e Ker f sous-espace vectoriel de R? .
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IV Application lineaire

4) Image : R?

e Imagedef = Im f :

ensemble des vecteurs vV

de R” ayant au moins un
antecedent dans R? par f

e Exemple:
Imp, = {(x190)9 x eR }

e Im / sous-espace vectoriel de R”.
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IV Application lineaire

5) Rang :
e Rang def = rg(f) = dimension de Imf

e Théoréme durang:  fe L£LR”R"

p =dim RP =dim(Kerf)+rg(f)

e Exemple : . /
2
dim(Kerpl)z 1= rg(pl) M
1+1=2 / 4
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MATRICES

Chapitre 2

Dans tout ce qui suit n et p désignent deux entiers naturels non nuls
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I DEFINITIONS

1) Définitions, notations :

e Matrice de type (n.p) :

tableau rectangulaire a n lignes et p colonnes

P
d,, d,, d,,
A= (a. ) = . : :
" cizn . : a; < : i-ieme ligne
1<j<p
a 1 anz anp
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I DEFINITIONS

1) Définitions, notations :

e Matrice ligne  (n=1) 4=(¢,) =la, a, - 4,

1<j<p

e Matrice colonne(p=1) : 4=(a,) =| .

1<i<n

e Vecteur : matrice ligne ou matrice colonne
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I DEFINITIONS

1) Définitions, notations :

e Matrice nulle:  0=(0)

e M, (R): ensemble des matrices de type (n,p)
a coefficients reels

e Matrices egales :

- méme nombre de lignes

- méme nombre de colonnes
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I DEFINITIONS

2) Transposeée :
A:(aij) _ € an(IR)

Matrice transposée de A :

(on échange les lignes et les colonnes)

1 2 3
Exemple : A=( j
4 5 6

\\ gtrﬁétiers
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II OPERATIONS

1) Espace vectoriel :

a) Addition :

1<i<n 1<i<n

I<j<p

(somme « terme a terme »)

Exemple : A=(1 ’ 3) et B=(_1 ° 2]

A & A 11 17 N
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II OPERATIONS

1) Espace vectoriel :

b) Multiplication par un scalaire :

dans M, (R) et 1 réel

1<i<n

1<j<p

Ad = (/wij)

I<j<p

(chaque terme est multiplié par 1)

1 2 3

L s 6) et A=-2

Exemple : 4 =(
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II OPERATIONS

1) Espace vectoriel :

c) R espace vectoriel :

(M, (R), +,.) R espace vectoriel.

aim M, ,(R)=n>x p

\\ Qtrﬁlétiers



II OPERATIONS

2) Multiplication de deux matrices :

a) Cas particulier :
/bl\

\bp/

AB = (alb1 +a,b, +---+apbp):(2p:akbkj
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II OPERATIONS

2) Multiplication de deux matrices :

b) Cas géneral :

1<i<n

1<j<p

1<j<m

P
avec ¢;; :Zaikbkj :ailblj +ai2b2j +.”+aipbpj
k=1
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II OPERATIONS

2) Multiplication de deux matrices :

b) Cas géneral : Jj-igéme colonne
Disposition pratique : l
...................................................... b,
B P b, j
A 4B S :
A b,
I-ieme ligne > ‘;n C;i2 C;ip ¢,
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II OPERATIONS

2) Multiplication de deux matrices :
b) Cas géneral :

Exemples : calculer AB et BA

2 -1 0 1 2
® A= 3 1 5|et B=0 4
-2 0 1 -1 0

2
@ A=(1 3 -2) et BH
5
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II OPERATIONS

2) Multiplication de deux matrices :
c) Propriéetes

-Multiplication non commutative ( AB#£BA )

.Multiplication associative : A(BC)=(AB)C

-Multiplication distributive par rapport a I'addition :

A(B+C)=AB+ AC et (A+B)C=AC+BC

.Le produit de deux matrices non nulles peut étre nul
(exem Ie'A—O 0 etB—O O)
P A= o1

\ Arts :
et Métiers



III MATRICES CARREES

1) Définitions :

e Matrice carrée d’'ordre n : n lignes et 7 colonnes

o M (R) : ensemble des matrices carrées d’ordre 7

e La diagonale de 4= (al-j) eM (R) estcomposée

I<i<n

des termes a;;, pour i=1L...n

- o

- o
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III MATRICES CARREES

2) Matrices particulieres : 41=(q,) <M (R)

I<i<n

e A triangulaire supérieure (ﬂ)
al_j:() pour I<j<i<n 4= O
e A triangulaire inférieure : O )
a,; =0 pour l<i<j=<n A=
e A diagonale : O
a;, =0 pour i#]J A=\ 0o
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III MATRICES CARREES

2) Matrices particulieres :

0 1 " _ Y

e |,=|. . . matriceunit¢ dordren  (B/,=1,B=B)
0 -~ 0 1

e A symétrique : a;; =4a;, (‘4= 4)

o /4 anti-Symétrique ) d;,; =—d;; (tA:_ )
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III MATRICES CARREES

3) Matrices carrées inversibles :

e M, (R) inversible :

1<i<n

ilexiste Be M, (R) telleque:|AB=BA=1,

Onnote: B=A"

GL, ([R) : ensemble des matrices carrées d'ordre n inversibles
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III MATRICES CARREES

3) Matrices carrées inversibles :

e Remarque :

0O 0O : :
A = U o est non nulle et non inversible

e A et B matrices inversibles de GL (R) :

AB e GL(R) et |(4B)' =B"'4"
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APPLICATIONS LINEAIRES
et
MATRICES

Chapitre 3

Dans tout ce qui suit n et p désignent deux entiers naturels non nuls
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I MATRICES et APPLICATIONS LINEAIRES

B (él’éZ’...’ép) base de R?

P

B =(£,.&,,-",¢,) base de R”

n

fe L(RP,R™
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I MATRICES et APPLICATIONS LINEAIRES

1) Matrice d’une application linéaire :
e Pourj=1L....p ,f(éj) s’écrit dans B, sous la forme

f(ej)zaljgl +a, &, ++a, &,

ay, a; a, | ¢
Mz, (f)=|a, - |a,| ~ a,| & Matrice de f par rapport
: ; | aux bases B et B,
a,, a,, a,,) €
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I MATRICES et APPLICATIONS LINEAIRES

1) Matrice d’une application linéaire :

e Reciproguement, toute matrice de an(IR) définit
une application linéaire de L(R”,R").

e Exemple : SR> R
ﬁz(xl,xz,x3)H(2xl—3x2+x3,x1—x3)
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I MATRICES et APPLICATIONS LINEAIRES

2) Image d’un vecteur :

M = Mz,3, (f) \
(x,
Vecteur u=xe +---+x,e, de coordonnées X =| :
dans B, .
p \*p )
M
Vecteur 7= (i) de coordonnées v =| : |dans B, .
V)
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I MATRICES et APPLICATIONS LINEAIRES

2) Image d’un vecteur :

On a v:f(xlel+-~-+xpep)=xlf(el)+---+xpf(ep)
32 a, alp Y =a;, X, +---+a1pxp
v=fl)e] o l=x] b |vetx,) e -
Yn Ay 4y p Y, =a,x++a, x,
M S R ¢ I | %]
v=fli)=|  |= ] & Y=MX
yn anl anp xp
V=f) o Y=MX
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I MATRICES et APPLICATIONS LINEAIRES

3) Rang d’une matrice :

o rg(f)=dim(Imf)

o velmf=v=rf(i)=flxé ++x,6 )=xr,(€)++x,1[,)
e )a"'»f(ép) famille génératrice de Im f
rg(f)=nombre de f( ).+, f(€,) indépendants

e Rang d'une matrice = rang d’'une application linéaire
f(é )., f(é,) colonnes de f

rg(M)=nombre de vecteurs-colonne indépendants
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I MATRICES et APPLICATIONS LINEAIRES

4) Opérations :

o g ¢ L(R”,R" et A réel

MBp,Bn (f—l-g) — MBp;Bn (f) + MBp’Bn (g)

Ms,3, (ﬂ,f) = AMsz,3, (f)

® B basede R™ et g ¢ L(R",R™)

RP J > R” & > R

\K A Mz, 3, (g of) = Mz B, (g) X Mz,3, (f) ‘
et Métiers




II MATRICES et CHANGEMENTS DE BASES

1) Matrice de passage :

By -(e.e2,) o B =(ele.2

e Matrice de passage de B, a B’ :

d 4 -/
€ 6 €

PBp,B =

Exemple :
B=(é,¢) et B' =(¢,¢;pases de R?avec g'=¢
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II MATRICES et CHANGEMENTS DE BASES

1) Matrice de passage :

o Pz B, = MTB’p,Bp ([dp)

P

Vecteur u de coordonnées XdansBp et X'dans B,p .

X=Ps5, X'=| X'=Ps,5, X

) '1 f— ’
PBp,Bp PBp,Bp

Exemple (suite): ~ coordonnées de i =2¢, +¢, dans B’
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II MATRICES et CHANGEMENTS DE BASES

2) Application linéaire et changements de bases :

f=1Id,ofold,

M! _ Q—IMP
M et M’ equivalentes
R? 7 > R” (semblablessi QO =P )
B, B

Exemple (suite) : f(¢)=2¢,-¢, et f(¢,)=¢, +3¢,
Matrice de f dans B’

\ Arts .
et Métiers



DETERMINANTS

Chapitre 4
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I Definitions, proprietes
1) Déterminant d’ordre 2 :
‘B base de Rz, U, :(allaazl) et u, :(alzaazz)

a4y

>y,
iy 22

e Déterminant indépendant de la base choisie

o detfii,i,)=

=d Ay, — a4y 4y,

e U et U, colinéaires < det(upuz)=0

Exemple : i, =(;-1) et i, =(3;2)
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I Définitions, propriétés

2) Déterminant d’ordre 3 :

‘B base orthonormale directe de R3,

e U —(a“,azl,a31), u, :(alzaazzaan) et Us =(a13,a23,a33)

U U, U,

det%(ﬁlaﬁznﬁz,):(ﬁ19ﬁ29ﬁ3):aZl ayy dys :det(ﬁ1>ﬁ29ﬁ3)

° det(z}1 + Au, + yﬁ3,ﬁ2,ﬁ3)= det(ﬁl,ﬁzﬁg)

o i, ii,et i; indépendants <> det(i,,ii,, i, ) # 0
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II Deux méthodes de calcul
des déterminants d’ordre 3

D=la,, a,, a,,

dsy dz, djz;

1) Développement suivant une ligne ou
une colonne :

o M, =mineurde q,;, =« D privé de la ligne i et
de la colonne j »

Exemple: M,,=
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II Deux méthodes de calcul
des déterminants d’ordre 3

1) Déeveloppement suivant une ligne ou
une colonne :

.Aij =cofacteur de a,, =(-1)"'M,,

Exemple : A23 =

+ - +
__I__

+ - +

contient le signe a mettre devant le mineur

® Suivant la |igne I D — a. A + a. A + a. A

Suivantlacolonnej: |D=a A +a, A, +a, A
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II Deux méthodes de calcul
des déterminants d’ordre 3

1) Déeveloppement suivant une ligne ou
une colonne :

3 1 0
Exemple: D=2 2 2
1 -1 4

D — allAll + alZAIZ + a13A13
D=a A +a A +a A

13 13 23 23 33 33

\ Arts .
et Métiers



II Deux méthodes de calcul
des déterminants d’ordre 3

2) Regle de Sarrus :

e Valable que pour l'ordre 2 et I'ordre 3
e Méthode :

\ v
D =|4a o 3| = a1A,,053F 0y105,0,5F A3,0,,0,,
>\ ;\4 T U305, Ay 305,01 A3341,A,,
as, ) as, 433
a, a, a, 3 1 O
Ny Exemple :D=2 2 2
a5 dy, dys3 1 =1 4
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I11I Calcul des determinants
d’ordre quelconque

1) Mineur d’ordre n-1:

eDéfinition : Soit A une matrice de M. (R).
On appelle mineur de a; le déterminant

d'ordre n-1 notée M; obtenu a partir de :

aq A p

an,l e oo a

en supprimant la ligne i et la colonne |
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I11I Calcul des determinants
d’ordre quelconque

2) Cofacteur:
eDéfinition : Soit A une matrice de M. (R).
On appelle cofacteur de aj;le déterminant

d'ordre n-1 note A; défini par :

A= (‘DHJM i
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I11I Calcul des determinants
d’ordre quelconque

3) Développement / ligne ou colonne:

eProposition : Soit A une matrice de M. (R).
On a:

(1) det(4) = Zaz A (développement de det(A) par
rapport a a colonnej )

(2) det(4) = Zai,kAi,k (développement de det(A) par
rapport a la‘iigne i)
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I11I Calcul des determinants
d’ordre quelconque

4) Propriéteés:
Dans la pratique, on utilisera les regles suivantes:

. Si une colonne ( resp. une ligne ) est multipliée par A , alors le
déterminant est multiplie par A

. Si on permute deux colonnes ( resp. deux lignes ), alors le
déterminant est multiplié par (—1)

. Si deux colonnes ( resp. deux lignes ) sont proportionnelles, alors
le déterminant est nul

. Si a une colonne ( resp. une ligne ) donnée on ajoute une
combinaison linéaire des autres colonnes ( resp. autres lignes ), le
determinant est inchangé
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I1I Calcul des determinants
d’ordre quelconque

Remarques:

. Avec ces formules, on raméne ainsi le calcul d'un

déterminant d'ordre n au calcul de n déterminants
d'ordre (n-1).

. Dans la pratique, on commence par faire apparaitre
des zéros sur une ligne ( resp. une colonne ) puis on
développe le déterminant par rapport a cette ligne (

resp. colonne ). On a alors un seul déterminant d'ordre
(n-1) a calculer, !

2 1 2 3
Exemple: calculer |4 3 5 et 2 3 1
2 7 8 3 1 2

\\ strtlaétie rs



IV Des applications

1) Rang d’une matrice carrée d’ordre 3 :

e det 4 # 0: vecteurs-colonne independants = rg(A)z 3
(A inversible)

o det A=0:

- s'il existe au moins un mineur non nul : rg(A)zz

- si tous les mineurs sont nuls (avec 4#0) : rg(A)zl

0 2 3
Exemple: A=[2 0 1
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IV Des applications

2) Inversion d’une matrice carrée :

A“ Alz Ay A Ag
coAd = oU cod=|A, A,, A,,
AZI Azz Ay Ay, Agy
—1 1 {
A = (coA)
det 4

a b
Exemple : A=£ javec ad —bc =0
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IV Des applications

3) Résolution d’un systeme de Cramer :

On considere le systeme de n équations a n inconnues

suivant:
a X, + .. Jrczl,nxn:b1

a,x+ . . . +a,Xx,=b,

gu'on suppose de Cramer (det A# 0)
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IV Des applications

3) Résolution d’un systeme de Cramer :

Si A désigne la matrice du systeme, alorson a :

611,1 ..... alji_l bl al,i-l—l ..... aljn
o Ay eonee Ay i1 b, Ay if] e ay Pouri=1,....
I ,
detA
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IV Des applications

3) Résolution d’un systeme de Cramer :

Exemple: resoudre le systeme suivant:

2 -y +3z =1

\.

x +y -z =2

3x +y +2z =1
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