Travaux dirigés de méthodes numériques

Problemes physiques abordés

e Probléme unidimensionnel (traité en TD) : conductivité thermique dans une barre, avec apport

de la chaleur.

e Probléme bidimensionnel de Poisson (non traité en TD) : flexion dune plaque élastique,

chargée perpendiculairement & son plan moyen de repos.

Plan

e T.D. n° 1: formulations intégrales fortes et faibles, et méthode de GALERKIN.
e T.D. n° 2: méthode de RiTZ.

e T.D. n° 3: méthode des Eléments Finis.

Notations, conventions, et instructions

e Tout vecteur @ € IRP (avec p > 2) sera toujours (implicitement) décrit par rapport & une base

vectorielle orthonormée de IRP, et de maniere & ce que ses composantes a; € IR forment une

ai
matrice-colonne telle que : @ = [ai] i=1p =
ap
La transposée de cette matrice-colonne est alors représentée comme la matrice-ligne
>t _
at=lar ...ap .

e La matrice rectangulaire M = [Mi ] i=1,....p € Mpxq d’'une quelconque application linéaire de
j=1,...,q
IR? dans IR? sera représentée avec ses composantes M;; € IR disposées suivant

7 ¢™¢ colonne

1
[ My M;y; M, ]
M = ]\4-1-1 e M” e Miq — ™€ ligne
L ]W:pl ]W:pj ]w:pq i
[ My My My ]
Sa transposée est alors représentée selon : M? = My - My -+ My | € Mgxp -
My, e My e M,

Ces matrices M et Mt sont carrées lorsque les nombres de lignes et de colonnes sont égaux (i.e.



p = q), et nous simplifierons alors la notation de leur espace d’appartenance selon My, = M, .
Id = [0;5]i,j=1...,p désignera la matrice identité de cet espace de matrices.

Tout opérateur D d’intégration ou de dérivation s’appliquera sur les précédents vecteurs et

matrices selon : Dd = [Daili=1,.., EIRP et DM = [DM;j] j=1,.., € Mpxq -
1

1=
Jj=1,....q

Le produit scalaire deux vecteurs d et b € IR s'identifiera aux produits matriciels
- - it - h P
geb=a'b=[a] =Fa=[a .. al||l|=DubeRr
—_—— i—=
b, !

transposée de d

* On fera attention a transposer la premiere matrice-colonne et non la seconde dans ces produits

pour obtenir un (produit) scalaire, car @' b #a b’ € M,

En effet, on a méme plus généralement pour deux vecteurs @ € IR? et b € IRY le résultat suivant

a1 a1b1 N albj N albq
B . . : : : :
5bt = |:b 6ti| = a; [bl bj bq] = aibl aibj aibq S Mpxq
—_—
transposée de b
L ap | L apbi ... apb; ... apby

Néanmoins, ce dernier type de produit de matrices-colonnes — qui est équivalent & des produits
tensoriels non-contracté de 2 vecteurs — interviendra dans nos analyses discrétes.

La norme euclidienne d'un vecteur @ = |[aili=1,., € IR’ a pour définition

1@ € vaea= \/ata—1/za
=1

Enfin, les intégrales seront calculées numériquement, mais de maniere exacte, a partir des for-

mules de “quadrature” qui seront données au fur et a mesure a la fin de chaque énoncé.



TD1: Formulations Intégrales et méthode de Galerkin

Probléme 1: Conduction de chaleur dans une barre.

VENTILATION

Figure 1: Ezpérience trés naive (pour petits budgets .. .).

On se propose de résoudre numériquement le probléeme suivant:

Trouver la fonction de température T qui satisfait le systéme d’équations (différentielles) suivant:

d*T
(Po)§ k== (z)=c12 — ¢,, Vo€ Q=]0,L[;

dx?
aT
T0)=1T1, et k—(L)=nh.
avec T(0) e dx()

Ici, les coefficients de conductivité thermique k et de apport de chaleur (c,,c1), ainsi que le flux
ponctuel de chaleur h, sont constants. Nos solutions numériques seront comparées avec la solution

analytique (et donc exacte) de ce probléme thermique :

2
To(a) =T, + 7 {h+co(L—g)+%(%—L2)]  VreQ=10,I].

1. Formulations Intégrales.

La formulation suivante est proposée pour résoudre ce probleme :

Trouver la fonction de température T qui satisfait l’équation intégrale suivante
L 2
d<T dr
0= [ 6@) W5z (@) + o — exs] o+ 0(0) = kG- (D)] + GO, T(0)
0

pour toute fonction de pondération ¢ suffisamment réguliére sur .

(a) Cette la formulation intégrale (F.I.) est-elle forte, faible, ou/ et “ simplifiée ” ?

(b) Si elle est forte, donnez la F.I. faible correspondante.

2. Approzimations polynomiales, “thermiquement non-admissibles”.

On recherche une approximation numérique dont l’expression générale est (pour m € IN*)

Tm(z) = ZNj(x)Tj = N(z)e7 = Nt(z) 7
= ———— ————
produit scalaire produit matriciel
N, _ am+1
70 ) . 0 [CQ (Q)} en F.I. forte
avec T = : eR™ et N= : € mal ;
- N, [Cl (Q)} en F.I. faible



ici les m + 1 constantes 7; sont les parametres a déterminer alors que les m + 1 fonctions de
forme N, , qui seront précisées plus loin, sont choisies de sorte a étre linéairement indépendantes
dans C? (Q) pour la F.I. forte ou dans C* (Q) pour la F.I. faible.

(a) Appliquez la méthode de pondération de GALERKIN pour obtenir une équation matricielle
du type K7 = F, avec K € Mt et FeR"™!,

(b) Déterminez une approximation affine T (avec m = 1) a partir de la F.I. faible, et en

prenant pour fonctions de forme les fonctions d’interpolation nodale de LAGRANGE
x x
No(z)=1-2 Ni(z :-}  pourm=1.
{ o(x) 7M@) =70

(c) Déterminez une approximation quadratique T (avec m = 2) & partir de la F.I. forte, et en

prenant les fonctions d’interpolation nodale de LAGRANGE suivantes

{No(m): (1—2%) (1—%) ,Nl(x)z%m (1-%),]\72(;5): % (2%—1)} , pour m = 2

pour fonctions de forme. Ici, apres avoir calculé K, on pourra se contenter d’admettre que

1 -1 0
4
Ktl=|, T 1 L
16k 4 2k
; L1 L
2k 4k

(d) Que constatez-vous lorsque vous comparez les approximations T et Th avec la solution
exacte Ty, pour z € Q7

3. Approzimations polynomiales, “thermiquement admissibles”.

Reprenez I'étude précédente en recherchant une approximation numérique du type

To(x) = To—f—ZNj(:E)Tj = To—f—]\?f(x)of: = To—i-]\?ft(:z:)?
j=1
N- _am
. i - ! [CQ (Q)} en F.I. forte
avec 7 = : eR™ e N-= : € m ;
- N, [Cl (Q)} en F.I. faible

les m fonctions de forme {N;};=1... ., étant encore celles décrites précédemment pour m = 1 et 2.

.....

* Formulaires d’intégration (1D) :

La quadrature du “RECTANGLE” (= GAUSS-LEGENDRE d’ordre 2)

X N Xo + Xj
- (z)dz ~ (X1 — Xo) f(T) )

est exacte pour tout polynome affine” (et donc d’ordre inférieure) sur [Xo , X 1}. Celle de “ SIMPSON”
X1 X, — Xo

[Ty =

Xo+ Xy

[£(X0) + 4 (Z252) + ()]

est exacte pour tout polynéme cubique (et donc d’ordre inférieure) sur [XO , X 1].



Probleme 2 : Plaque élastique, chargée perpendiculairement & son plan moyen de repos.

X2
1% 1=1 ‘s
- == Forces
n ——
dr « .
TR
\ Q
X 3 , o \’/l:\"
0/ - L
dr 1
*r
1 n
(a) Au repos (b) En déformation

Figure 2: Les 2 configurations caractéristiques de la plague dans le repére cartésien (O; O%l, O%Q, 0}3).
Son domaine de repos est le triangle rectangle isocéle Q@ = QUT qui est inclu dans le plan d’équation
23 = 0. La surface Q et le contour brisé T' =17 Uy UTs sont mathématiquement recouverts (et

orientés localement) par des “éléments géométriques vectoriels, et infinitésimaux”, qui sont respec-

tivement représentés par d_Q(a:) et d_f‘(x) Ces 2 wvecteurs sont toujours perpendiculaires au vecteur

“normal” unitaire extérieur ii(x) qui est défini sur T, dans le plan x3 = 0.

Le probleme mécanique suivant modélise un cas d’équilibre d’une plaque élastique, mince et ho-

mogene, en flexion :

Déterminer le fonction de déplacement vertical, u , qui satisfait les équations suivantes:
pwAu(z) = % (% - 1) , Vo e (x1,22) € Q=1]0,L[x]0,L — 21 ;
(Po)§ w(@)=U,Vazel=[0,L] x{0};

. 5 V2L ,VzeTly=]0,L[x{L—=x
ugu(m):_& s vxEF\Fl et avec E(l‘) — 2 ] [ { 1}
mn

2L0(x) L,Vazels={0}x]0,L]

Ici, la fonction ¢ mesure, autrement dit, la longueur du coté du triangle qui contient le point
x €T\Ty =T9UT3; le coefficient de LAME p > 0 est une caractéristique de la plaque élastique;
le chargement qui est perpendiculairement & € est défini avec des constantes de densité de forces

¢ > 0 et de déplacement U > 0; enfin, on applique sur u des opérateurs différentiels qui sont tels que

3. 92 2
Y Gev-viv ¥ 7w &
A = VeV=ViV = i;ax? ;893?
0 a5 e _ o W\ d ap 0
% = neV=mn'V = ;m(m) (91'1 ~ ;m(x) (91'1
= 3D 9 2D 0 o
= ~ el = Q
avec v {8951}1':1,2,3 {3961}1':1,2 car 92 r)=0, Vz €
ﬁ(m) 3£ [ni(m)]i:1,2,3 2'\? [ni(m)]i:LQ n3(x) =0 , Ve el




On vérifie aisément que P) a alors pour solution analytique

2

Uer () = ;52 (1 - %) , Vo = (z1,22) €Q=1[0,L] x [0,L — x1] .

Approximations. Reconsidérons ce probleme mécanique a partir de la F.I. forte-simplifiée suivante:

Trouver la fonction de déplacement u qui satisfait l’équation intégmle suivante
2
czs

/ uAu(H—(l—— dQ / e an() St
—/quﬁ(x){u(x)—U}dF

pour toute fonction de pondération ¢ suffisamment réguliére sur ).

1. Déduisez la forme faible de la précédente F.I. , en utilisant la premiere formule de GREEN:

/ ) dQ = 7{ )af( /[Vg( )] o [V(z)] dO2

7{f )dl = /f dF+/f )dl + FZf()dF

2. En appliquant la méthode de GALERKIN sur cette F.I. faible, établissez l’expression générique
(en termes de N ) de I’équation matricielle KT = F qui est associée & une approximation (affine

3 -
et cinématiquement non-admissible) telle que  ug(z) = Y. N;(z) 7, = Nt(x)7
i=1

3. Calculez numériquement K € M3 et FeR® en prenant, pour fonctions de forme, les fonctions

d’interpolation nodale de LAGRANGE {Nl(z) =1- % - % , Nao(z) = % , N3(z) = x_;} .

4. Déduisez-en l'expression de l'approximation (affine et cinématiquement admissible) suivante

us(x) = U + N3(z) 73

Comparez finalement les valeurs de cette approximation us et de u., aux sommets, au barycentre
r = (L/3,L/3) du triangle 2, et aux milieux des bords {T';}i=1,2,3-

* Indications et formulaires d’intégration (triangle, 2D ):

e Pour alléger I’écriture des calculs, n’utilisez que les expressions 2D de 6, Aet .

e Les éléments df) sont plus spécifiquement définis comme des surfaces planes et tangentes a §2;
ils doivent former par combinaison une surface orientée, de méme aire que 2. Les éléments di’
sont définis comme des segments tangents a I" qui doivent former (par combinaison) une courbe
orientée et de méme longueur que I'. Quand on les exprime en fonction des “variations” dz; et

7’ yo . - - -
dxs (dzrs = 0) des coordonnées cartésiennes, on obtient d2 = ||dQ2|| = V d2 e dQ = dzy dxa >0

etdl"z”cﬁ‘”z \/cﬁ‘ocﬁ‘:\/dm%—i—da:%>0.

e Calculez les intégrales sur le triangle {2 en utilisant la quadrature de “GAUSS-LEGENDRE

d’ordre 3” (i.e. qui est exacte pour tout polynéme quadratique en x1 et x2)

/OL/oLzlf(x)dxzdIl ~ %2 {f(0,§)+f<§,§)+f<§,0)]v

et celles sur la frontiere I', en utilisant les précédentes quadratures (1D) avec des bornes

d’intégration respectant 'orientation de I'.



TD2: méthode de Ritz

Probléme 1: Conduction de chaleur dans une barre.

Considérons les deux problemes thermiques suivants:
Trouver dans I’espace fonctionnelle V; = {T cH! ([0, L]) t.q. T(0) = TO}

(P1) la fonction de température T,, minimise I'énergie potentielle

Jl(T)/OLg m—f(x)r dz/OL [co — e1 2] T(w) da — hT(L) ,

t ~
¢ Trouver dans I'espace fonctionnelle V; = H! ([07 L]) x C° ({0}) le couple

(P1) § de fonction de température et de multiplicateur de LAGRANGE (Tegg7 Aez)
qui minimise 1’énergie potentielle Jy (T, A) = J1(T) + A©) [T'(0) — Ty ;

1. Conditions nécessaires de minimisation et premieres variations des énergies.

Explicitez les conditions nécessaires de minimisation de Jj et Ji, et en particulier celles qui se
découlent de leur condition de stationnarité respective :

, aéf . J1(Tew +€0) = J1(Tew) 0_ 1 _

i) G0 (1)t - =0, voe v ={oen!(0,1]) ta 6(0) =0}
.. 7 déf .. jl(Tez + P, Ae + 55) - jl(TEM )‘61) _ 7 Ve

”) 5{¢7¢} J1 (Tezv Aez) = EE%L - =0 ) V((b, ¢) en

2. Approzimations.
Nous allons rechercher des approximations de Te, et (Tes, Aexr) €n substituant, respectivement
dans Py et P1, les espaces (infinies) Vi et Vi par les sous-espaces (finies) qui suivent :

- 5 m—+1
Vi {Tm e cl([o,L]) t.q. { 3; TMZ'—O m € Rﬁ , et Tpn(0) = TO} ,
Q. T

(2) = Nt(z) 7

‘7"1 {(Tn%)\m) ec! ([O’L]) x CO({O}) t.q. { 37 = [TiL‘:O ..... m e R™*! } :

t.q. Tm(z) = N¥(z)7

= m+1
N = [NiL':O elct ([O,L])} étant composé de m + 1 fonctions linéairement

.....

indépendantes dans C! ([07 L]) et qui donnent ]\7(0) = [0ip) i—o...m» avec p € {0,...,m} fixé.

(a) Reformulez les énergies Ji(Ty) et J1(Thm, Am) en fonction des variables 7 et A, , et de

L 7 7t
dN dN
K = k— de = K* m
/0 T (x) T (z)dx € Mpm41
— L — —
F = / [co —c1z]N(z)dz + hN(L) € R™
0

(b) Explicitez les nouvelles conditions nécessaires de minimisation de J; , sachant que sa con-
dition de stationnarité 1.7) est maintenant telle que :

38 = |1l eR™!

6¢m,J1<Tm>=0’V%GVWO@:{%M(W’”) t'q'{ b () = N'(2) @

| et 6 (0) =o}.



(¢) Vérifiez que ces conditions nécessaires sont équivalentes aux équations ci-dessous :

i) K'"7 = F" avec

K =
Po—
K"
Fv’// _
e
o , avec -
F

{zd - N(O)Nt(o)} K + N(O)NY(0) , Id = [6;]

K" =
[M—N@Nwﬂp—ﬂﬂN@]

K=K'= [Kz] i,j=0,...m > F= [Tz] i=0,...

§,§=0,.om

[M—N@N%ﬂﬁ+nﬁ@

[1a~ N(O)N(0)| K [1d - N(0)N*(0)] +

—

1,J#p

F= [E — Tosz} i=0,...,m
i#p

(d) Explicitez les nouvelles conditions nécessaires de minimisation de Ji , sachant que sa con-

dition de stationnarité 1.i7) est maintenant telle que :

Vérifiez alors que ’on a comme condition nécessaire :

5(¢m,[/3)<71(Tma/\m) =0 5 v((ZSm = Nt@@) S ‘7m .

3. Applications numériques.

Am(©@) = NY0)[F - K7] .

(a) Appliquez la méthode i) du 2¢) pour déterminer 77 = Ny(z) 79 + N1(x) 71 quand

Lz

N(z) = .

L

L , en sachant K =

col 1 L?
1 -1 o, -
E et F= 2 6
L| -1 1 col 1 L?
5 +h

(b) Appliquez la méthode iii) du 2¢) pour déterminer 7> = No(x) 70 + N1(z) 71 + Na(2) 72

quand N(z) =

, en sachant

coLL

6
2oL ¢ L?

3 3
COL 01L2

6 6

+h

(¢) Comparez ensuite les valeurs des multiplicateurs de LAGRANGE (discrets) A, (0) et du flux

AT
k
d

X

(0) (ot m =1,2) avec celle de A¢;(0) = k ¥

exr

(0) -
T



Probleme 2 : Plaque élastique chargée perpendiculairement a son plan moyen de repos

Reconsidérons le probleme de la plaque triangulaire en flexion du TD n°l avec la formulation
énergétique suivante :

Trouver la fonction de déplacement ., € V3 = {u e H! (Q) t.q. u(z) =U, Vx € Fl}
(P)) qui minimise I’énergie potentielle

Siw) = /Q{g [6“(33)} o {6u(m)} - % (1 - %) u(:c)}dQ—&-/F ca3

I QLK(I)

u(z) dl’

1. Approzimation du déplacement vertical

Appliquez la méthode de Ritz pour déterminer I’approximation (affine sur )

3
uz = ZNZ(:E) 7 =Ni@)7
i=1

7

qui est définie avec le vecteur de fonctions d’interpolation nodale de LAGRANGE suivant

X X
Ny (z) 1— fl - f
Ns(z) 2

2. Approzimations des forces de réaction sur I'y

Dans le cas d’une analyse continue, les valeurs locales des forces de réaction sur I'y peuvent-étre
obtenues en minimisant 1’énergie

Ja(u, A) = Jy(u) —&—/F @ [u(z) — U]dl' , avec u € H* (Q) et A€ L? (Fl) )

Ces valeurs correspondent alors a celles du multiplicateur de LAGRANGE

0 Uex
)\em(‘r) = 'U’L ( on )/Fl(x) ’ Vl'l E]OaL[a

et peuvent-étre estimées numériquement aux points nodaux A; € I'y (i.e. ot N;j(4;) = ds;5),

en recherchant le couple de fonction de déplacement ug et de multiplicateur de LAGRANGE
(d’approximation) A3 qui minimise I’énergie

JQ(Ug, )\3) = J1(’LL3) + Z A3(A;) [’LLg(Ai) — U] , avec TE IR3 et \3 € C° ({Al S Fl}) .
{A;}CcT

(a) Utilisez la méthode vue au probléme de la chaleur pour obtenir les valeurs du multiplicateur
de LAGRANGE A3(z) aux points nodaux x = (0%,0) et z = (L~,0).

0 O Uey
(b) Comparez ces valeurs avec celles des flux u L (ﬁ) (x) et ML( Y ) (x), pour
on ), on ),
X1 € {0+, L_} .



TD3: Eléments Finis

Probléme 1: Conduction de chaleur dans une barre.

Figure 3: Les p éléments finis Qc, et les n+ 1 noeuds {Xy,} des fonctions d’interpolation {Ny,}.

Nous allons maintenant traiter le probléeme de minimisation thermique P; (et P2) du T.D. n°2

par la méthode des ELEMENTS FINIS,

1°— en partitionnant (i.e. maillant) convenablement le domaine = [0, L] en un nombre p d’éléments finis

_ P _
Qe =X, (e,0) » Xny(emo)[#0 avec e=1,...,p (Qr U Qc,etQnQe=0,sie#te);
e=1
2°— et en recherchant alors une (ou la) fonction d’approximation 7, qui minimise 1’énergie potentielle
kldr, 17
J1(T) = / = [—(m)] dx — / [co = c14] T(z)dx — h'T(L)
0 2 dﬂf Q
dans un certain espace de fonctions d’interpolation nodale (& n + 1 noeuds),

P 37 = [T, () mi=0,....m. € R™T
V., = {T c H1< U Qe) t.q. { T [T a(e l)]_,lt 0,...,me¢ . et T(O) _ To} .
e=1 ta. T, (z) =N, (z)7Te

Chacun des p vecteurs N, = [Nng(e,m)} est notamment composé de m. + 1 fonctions

n;=0,...,m

p
d’interpolation nodale, Ny, (¢ n,), qui sont linéairement indépendantes dans HY( U Q) et & sup-
e=1

port dans Q. (i.e. non-identiquement nulles sur 2. seulement).
P
Les abscisses {X,,, = Xng(em)} € U1 Q. des n+1 noeuds des fonctions d’interpolation de V;, seront
e=
précisées ci-apres dans une table de coordonées nodales. Ces noeuds sont a la fois numérotés par rap-
P _
port & U Q. avec les valeurs globales ng, € {1,...,n+1}, et par rapport a 'élément 2. > Xy (enr)

e=1
avec les valeurs locales n; € {0,...,m.}; ces 2 numérotations sont liées par une fonction numérique

surjective, (e,n;) — ng(e,n;) =ngy, que 'on exprimera via une table de connectivité telle que :

10



0 e =
[ m = max {me}
el
1 valeur de n4(1,0) | --- | valeur de ny(1,m) ou rien si m > m,
P valeur de ng(p,0) | --- | valeur de ng(p, m) ou rien si m > m,
Cette table est notamment utile pour former le vecteur global 7 = [Tng}n —1mg1 € IR"™ | en
g=—Lseey

“assemblant” les composantes des p vecteurs de parametres nodaux élémentaires, {7e}e=1,.. p.

1. Exprimez I'énergie J1(7},) en fonction des p triplets élémentaires (K, E,, 7. ), sachant que

- =t
d N, dN
/ e (AN (e — K
Q

K., =
’ dx dx
/ [co - clz]ﬁe(z) dr + h]\l(L) , siL e,
ﬁe _ Qe
/ [co — clx] Ne(x) dx . siL &0,
Qﬂ

2. Approximation avec p =2 (éléments) et n+ 1 =3 (noeuds d’interpolation) (Figure 3a).

Nous maillons Q avec deux éléments, Q; = [X1, Xo] et Qs = [Xo, X3], qui sont définis avec la
Noeud X,,, | X1 | X2 | X3
Valeurx= || 0 | L/2| L

table de coordonnées nodales suivante :

Les deux vecteurs {Ne}e:1 , sont formés des mémes fonctions d’interpolation de LAGRANGE,

Ne(2(y) = Na(y) Y [ ! ;y

] , YyeQ,=1[0,1 (etpoure=1,2),

quand on utilise les transformations géométriques isoparamétriques (et affines) suivantes

Q5 Q= [Xny 0 Xnyeimo)]

=2t = = X
Y — I(y) = (1 7y) Xng(e,O) +ang(e,me) = Nl(y) Xe , avec Xe - [ X g(( 70)) ]

entre les éléments {Qe}ezl , et un élément Q, qui est dit de référence.

(a) Calculez chaque couple (Ke, F"e), en effectuant tous les calculs sur ...

(b) Explicitez le  tableau de  connectivité, puis  établissez  la  matrice
K= [Kng n’g} € Mu+1 et le vecteur F = [an} e IR"™ qui sont

ng,ng=1,n+1

1 ~
associés & 7 dans J1(T,) = 7* {5 K7— F]

ng=1,n+1

, . - 1 . 4 1os . . . .
(c) Déterminez 7 = [ , puis déduisez-en 'approximation 75 recherchée ainsi qu’'une esti-

T2

mation de la valeur du flux de température kzd—ez (0) avec un multiplicateur de LAGRANGE
x
)\2 (O) .

11



(Exercices supplémentaires: raffinements de ’approximation.)

3. Effets d’une transformation géométrique nonlinéaire (Figure 3a) sur .
L’élément 5 =]Xo, X3 est redéfini selon Qy = ]Xg, Xgl U [Xg, Xg[, avec un 3%"¢ noeud

géométrique supplémentaire X € [X2, X3]. Toutefois, nous recherchons encore une approxima-

tion T» qui reste définie avec N (z(y)) = Nl(y) , V& € Qy, mais avec

QT i) QQ = [X27XG} U [XG7X3:|

P . X 2 (1-2y)(1—-y)
y — z(y) =Ny(y) Xo , avec Xo= | Xg | et Na(y) = 4y (1 —y)
X3 y(2y—1)

(a) Quelles conditions doit satisfaire le noeud X pour que cette transformation géométrique

soit réellement quadratique (et alors super-paramétrique), et réguliere (i.e. bijective et avec
dz ~

— 0,VyeQ,)?

(b) Peut-on calculer alors, de fagons exacte, les intégrales qui constituent Ko et F5 en utilisant

des quadratures (d’interpolation polynomiale) définies sur €2, ? et sur Qy ?

2L
(¢) Déterminez I'expression exacte de I'approximation 7% quand X¢g = 5 ainsi que la nou-
velle valeur du multiplicateur de LAGRANGE A2(0) .

4. Approzimation avec p =3 et n+ 1 =4 (Figure 3b).

Reprenez 1’étude 2. en remplagant son élément Qy par deux éléments qui sont Qp = [Xo, X3] et
Noeud Xng X1 X2 Xg X4
valeur x = 0 | L/2|3L/4| L

Q3 = [X3, X4], et que nous délimitons avec :

Nous voulons obtenir alors une approximation T3 qui soit, comme en 2., définie iso-

paramétriquement pour e = 1,2, 3.

5. Approximation avec p=2 et n+ 1 =4 (Figure 3c).

Reprenez 1'étude 4. en remplacant ses deux éléments Qo et Qs par un seul élément
Qs = [X2, X3] U[X3, X4] . Cependant, pour continuer & avoir la meilleur valeur d’approximation
possible en X3, nous recherchons une fonction 75 qui soit définie sub-paramétriquement sur le
nouvel élément Qs, avec :

— —

t — _ — X
NQ(‘r(y)) :N2(y) ’ quand x(y):Nl(y) Xeeﬂe ) Xe: [ Xng((e70)) ‘| ) €t€:1,2.
ng(e,me

6. Comparez les valeurs de T., et des approximations 7, des parties 2., 3., 4., et 5. en

Tez T'n/
€ {0, (L/2)%, (2L/3)*, (3L/4)*, L~} ; faites de méme avec les flux k 7y ot kd— :
T T

12



Probleme 2 : Plaque élastique chargée perpendiculairement a son plan moyen de repos.

X2
L X3
o
r
2
r
3 Q
0 r L x,

Figure 4: Le partitionnement en 3 éléments finis et les 6 noeuds d’interpolation {A,, }n,=1,..6. Les

éléments triangulaires {Qe}e=2,3 de ce maillage se référent o un élément Q, qui a 2 cétés unitaires.

On applique la méthode des éléments finis au probleme (P;) du TD2. Le domaine de repos
Q= {z=(21,22) €[0,L] x [0,1 — x1]} est partitionné en 3 éléments, {Qc}c—12,3 (¢f Figure 4) .
Les coordonnées (X1,,, X2n,, X3n,) des sommets Ap,(e,n;) de Pélément rectangulaire 2y (avece =1
et 0 < n; < m, = 3) et des éléments triangulaires Qs (avec e = 2 et 0 < n; < m, = 2) et Q3 (avec

e =3 et 0 <n; <me=2) sont notamment spécifiées dans la table des coordonnées qui suit :

Noeud A,,, || A1 | Ao As Ay | As | Ag
x1: Xin, = 0 |L/2|L/2| O L 0
Xg:Xan,= | 0| 0 |L/2|L/2

x3 : X3n, 0 0 0 0 0 0

et leurs numérotations globale et locale dans la table de connectivité suivante :

[ 0 1 2 3
e]
1 ng(1,0) = ng(l,1) = ng(1,2) =3 | ng(1,3) =4
ng(2,0) =2 | ng(2,1) =5 | ny(2,2) =3
ng(3, ng(3,1) = ng(3,2) =6

Nous voulons déterminer alors 'approximation us qui minimise 1’énergie potentielle

2

[ o]« o] - £ (- %) wopen+ [ szeurar

p
dans un espace de fonctions d’interpolation nodale (& 6 noeuds dans U ). ) qui est
=1

e=

Jl(u)

P s "
Vs = {u € 7‘[1( eL_Jl Qe) P ug, () = E Nng(eym)(x) T (ems) = Nl ()7, , et u,. (2) = U} .
T nL:O

Les vecteurs N, = [Nng(e,m)] € [Hl(Qe)]me+1 générateurs de cet espace d’approximation

n;=0,..., m

sont constitués de fonctions d’interpolation nodale de LAGRANGE qui sont :

13



1°- bi-affines sur € :

(-2)0-1)

N, g
Ng(1,o) ﬂ(lfx—Q) r = (x1,72) € Y,
Ny(z) = Nng(lyl) (z) = b 1T . R IR |
ng(1,2) 122

et Ly = X900 — X
No(13) T1Lo 2 22 21

(-2)2
L/ Lo

2°- affines sur un élément de référence triangulaire Q. = {y = (y1,92) € [0,1] x [0,1 — 1]} :

Nng(eao) - 1 — Y1 — Y2 c Q
Nole() = | N (W) =Nw=| on g 4o
© m(e1) ! (y) € Q. pour e=2,3
Nng(e,2) Y2

avec les tranformations isoparamétriques (et affines) qui suivent :
Q. — Q.xR

i=1,2,3

L B Xing(e,0)
y [wi(y)hzl,z,g: [N (y)Xie} ,avec Xije = | Xjp (e,1) | pour e—93

i=1,2,3
Xiny(e,Q)

1. Exprimez J;(us) en fonction des 3 triplets élémentaires (7, , E, , K.), sachant que

- —

K. = /Q [VN!(x)]" [VN(2)] d
Aoe fel-

2. Calculez chaque couple (Ke,ﬁe) , en effectuant cependant les calculs a partir du triangle de

L) N () ds2 - /(F\Fl)me STty Net)dr

h|g

référence (), si e = 2 et 3 (voir les indications d’analyse et d’intégration données ci-apres).

3. Donnez les expressions de la matrice K = [Kng "'g]ng,n'gzl,...,e‘
F= [an} _ €R® qui sont associés au vecteur des paramétres nodaux
o=
1 _
6 - R
¢ € R’ dans Ji(us) =Tt [5 KT—F] i

=1,...,

€ Mg et du vecteur

4. Déterminez ce vecteur 7, puis comparez les valeurs de us et u., aux 6 noeuds A; du maillage

et au barycentre x = (L/3,L/3) du triangle Q.

a exr
5. Estimez la valeur des forces de réaction (i.e. les valeurs limites de u L ( ; ) (2)) aux noeuds
n
/T

x € {A;1, Ay A5} avec des multiplicateurs de LAGRANGE d’approximation {)\5(141')}1.:1 55 buis

0
avec les valeurs limites des flux p L (%) (x) .
n

14



* Indications et formulaires d’intégration :

e L’emploi de transformations géométriques (planes) implique ceux du vecteur gradient (2D)

= 0 ) ) ) or 0z .
V = {3_311}1'—1,2 et des matrices jacobiennes (2D) [8_31} = [a—yz(y)}” Lo V[acJL 12 (qui

sont inversibles si les transformations sont réguliéres) dans :

1°)- le vecteur gradient sur Q (et .), car

vz [8?31-}1':1,2,3 - [gzyj(y)}

j
B) Ay B) =
* L’?xji:m - [Q—Z(y)]i,j:m [3_%-}]‘:1,2 - [8_;] v

2°)- la mesure surfacique d2 = H d)(z) H = Vd2ed >0, car

5]
11223 Oyjlj=1,2

| —
surface plane infinitésimale,

tangente & Q(ou/et a Q) en z(y)

3D 0 0 0 3]
Q= (a—yl[%} ¢_1,2,3dyl) A (a_m[xi]i_l,Q,deQ) H = H (a—yl[%} 1_1,2,3) A (8y2 I:xz]z 1,2,3
vecteur tangent a @  vecteur tangent a o
2D 0 0
~ (8_3;1 [xz} Z._1,2> A <5y2 [LL 1 2> dyy dys = ‘det ({ }) ’ dy1 dyo
3°)- la mesure curviligne dI" = || di(z) || =Vdledl >0, car

| S —
vecteur infinitésimal, tangent

aT(ou/et aT,) en z(y)

oil s € [0,1] est celui des parametres y; ou y2 qui permet de décrire la portion de bord I' N €,

considérée.

e On rappelle que la quadrature (2D) de “GAUSS-LEGENDRE d’ordre 3” suivante

[ rw i = [1(0.3) +5(3.3) +1(3.0)]

est exacte si f est un polynéme quadratique par rapport a chacunes des 2 variables y; et yo sur

le triangle de référence. Les pseudo-quadratures (2D) ci-dessous

/Ll L F(2) daa day ~ L16L2 [f(Lgl )+4f(ﬂ 2)+f( )} (cas 1)
0 0

L16L2 [f(O I;)+4f(ﬂ %)—i—f(lq,l;)} (cas 2)

résultent des combinaisons des quadratures (1D) de SIMPSON et du RECTANGLE; elles sont donc
respectivement ezactes selon que f est un polynéme affine en x1 et cubique en xs (cas 1), ou

inversement, cubique en x1 et affine en xo (cas 2).

15
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Solutions du TD n°l : Formulations Intégrales

1. (a) e Cette F.I. forte est une forme simplifiée de la F.I. forte suivante qui est plus générale:

“ Trowver une (et méme la) fonction de température T qui vérifie
L d>T ~ dT -
0= [ o) {kW(z) Yo, — clx} dz + ¢(L) {h —k %(L)} +6(0)[T, — T(0)]
0
pour toute fonction de pondération ¢ suffisamment réguliére sur Q =0, L],

et toute autre fonction de pondération ¢ définie sur la frontiére T’ = {0,L} ”.

e La forme faible de cette F.I. se déduit en effectuant une intégration par parties, et est :

“ Trouver la fonction de température T qui vérifie
L
d dr ~ ~ dr
0 = - [ (rE@E@+ - adow}ds + K@) + ko) - HD] T D)
0 djjf dz dz
~ k6(0) S (0) + O[T, ~ T(0)]
pour toute fonction de pondération ¢ suffisamment réguliére sur Q = [0, L],
et toute autre fonction de pondération d; définie sur la frontiere T = {0, L} 7.
(b) Dans le cas simplifié, nous obtenons similairement:
“ Trouver la fonction de température T qui vérifie
L
d¢, . dT drl
0= —/0 (k%2 @) T @)+ [0 - exlol@)} dn + ho(E) + 0) (7~ 70) £ 2 0)
pour toute fonction de pondération ¢ suffisamment réguliére sur € 7.

2. Approzimations polynomiales, “thermiquement non-admissibles”.

(a) La méthode de GALERKIN revient & substituer dans ces F.I. le couple (T, ¢)) par celui qui

caractérise I’approximation numérique (Tm =Nt7 6N ) . Nous obtenons alors comme
équation matricielle K7 = F', avec

L 2 N7t 7t

= d*N - dN = =
Mpt12 K = 7/ kN(x)W(z)dz + k:N(L) . (L) + N(O)Nt(())
0

:_[/OLkNi(x)de (x)dx + kNy(L) de(L) + Ni(O)Nj(O)].

dx? dx

en F.I. forte, ou

L aN  dN' N dN*
Mpi1 2K = /0 b (1) —— (@) dz + N(0) [N (0)+k — (0)]

_ [/OLk;dNi(m)de (z)dz + Ni(O)[Nj(O)—&-k: d]Zj (O)H_ |

dx dx d 1,7=0,..., m
en F.I. faible, et, pour ces deux cas
— L — — —
R" s F = / [co — c1z]N(z)dx + hN(L) + T, N(0)

0
L

_ [/ [co — c12] Ni(z) dz + hN:(L) + TONZ-(O)}
0 i=0,...,m
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(b) Calcul de Ty par la F.I. faible :

e Commengons tout d’abord par la matrice K. Nous avons

aF [ ] | G | 1]
dzr
a¥ av | G [y adg ] D ie Dow @
dz ' dr T | am @ @ T UN dNe AN, AN
I (z) I (z) T (z) I (z) T (z)
1 [ R TR N I B
T2 o1 [_ }*ﬁ 1 1

L’intégration de cette matrice constante (et symétrique) sur le domaine  équivaut & mul-

tiplier cette méme matrice par la longueur L du segment 2, de sorte que
L v \/t
dN, dN k 1 -1
k — de = —
/0 i @)y (@) de Ll—l 1]

Ceci constitue une 17 partie matricielle de K, cette derniere se completant avec les deux

matrices suivantes

No(0)No(0)  No(0)N1(0)

N(0)N*(0) | No(0) Ni(0) | =

. d Ng d Ny
d Nt No(0) 1 [ ANy o AN ] No(0)——=(0)  No(0)=——=(0)
N1(0) dx dx B d Ny d Ny
NO2L0) M) 0)
- E 1 [ 11 ] _ E -1 1
Lo |l Ll o o0
1 0
Finalement, il vient par addition K = .
L L

e Concernant F', la formule d’intégration de SIMPSON (et celle de GAUSS-LEGENDRE & un

point d’intégration, pour les polynémes affines) permet de calculer avec précision

/L
L . [co — c1 2] No(z) dz . .
/0 [co — c1 2] N(z)dx = 0 0 0 _ ;L[l] B L

L
/ [co — 1 2] Ni() dzx
0

17



COL 01L2

- + To -
Nous obtenons alors avec les autres termes F = 2 6
coll h c1L?
2 3

e Puisque det (K) =7 =% 0, K peut donc s’inverser pour calculer 7 = K-1F.

Sa matrice inverse est K ! = M = by et par conséquent
det K ) L ’
k

) - 002L LT 016L2 ) (3¢, —GClL)L T (0)
T= i - C;LﬁLTo*QGLQ Jr% (c;L+hcl?)L?> - (3¢, _GClL)L+Tez(L)
Nous déduisons finalement 'approximation affine recherchée en faisant
Ti(z) = N(x)7

- (1-9) (C(’QL +T, - 016L2) + 7 [COQL +To—%+% (COQL +h- 61;2)}

_ COQL"‘TO_CleQ"F% (C;L—i—h— 613LQ>

Calcul de T» par la F.I. forte :

e Pour calculer la matrice K, nous avons notamment besoin des résultats suivants

dN'* [ d N, d N, d Ny 1[ 4z 8z dx
= = | 23 42 Xy
dz (z) | dx (2) dx (@) dx (z) L L L L
d2Nt [ d2N, d2N, d>No 4
dx2 () = e (x) e (x) e (z) } =1z [ 1 -2 1 }

. /OZNO(z)d:z:_ T
/ON(x)dx = /ONl(g:)da: =5

i /OLNQ(ac)da: ]

Ces derniers calculs d’intégration s’obtiennent, en particulier, avec la quadrature de SiMP-

SON car chaque composante de N est “quadratique”. 11 est alors judicieux de constater que

d2N'
est constant, et que par conséquent

dx?
-1 2 -1
L 2 a7t
-~ .d N N 2k
-1 2 -1
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Les deux autres parties matricielles de K s’obtiennent ensuite en faisant simplement

No(0)
NON'©O) = | 50) | [ M) Ni(©) N(0) ]

N2(0)

1 1 00
= |o{[too0]=]000
K 00 0
d Nt | No(L d N, AN dN.
RS0 = k| M) || Doy D g
dx dx dx dx
| N2(L)
[ d Ny d N, d Ny
No(L)—— (L L L L
o(DS2UL) No(D)HE) No(L) S22 (1)
d N dN d N.
= k| N@)=2(L L)—(L L)—=
(D)2 MDA M(D)SAD)
d Ny d Ny d Ny
No(L)—— (L) Ns(L L) Ny(L L
2(L)—=(L) Na(L)—7=(L) N2(L)——=(L)
0 0 0 O
=%0[1—43}=—000
1 1 -4 3
i 2k 4k 2k
3L 3L 3L
Il résulte alors par sommation K= ;8]C @ ;8]C
3L 3L 3L
ko 8k Tk
3L ) 3L 3L
16k
Le déterminant de cette matrice est det K = 361/2 # 0 et son inverse est effectivement
LI
t 4
-1 _ [Com K] - |, 7 1 L
det (K) 16k 4 2k
, L1 L
2k 4 k

e La quadrature de SIMPSON est encore suffisamment précise pour calculer F et donne
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T,
6 +
F= 2¢c,L 7 c1L?
3 3
COL 01L2
h—
6 + 6

e En effectuant ensuite le produit 7= K -1 , nous déduisons que

[ 01L2 1 01L2
To T, + 12 D + Te.(0)
. aL? L [3c,L 11¢1 L? e L2
— — To R — = 1
T T1 + 12 2/€< 4 24 > —12 +Tez(L/2)
aLl? L (¢l a1 L? a L?
T, + —+ — h — Tow(L
& ST k( >t 3 ) | 12 (L)
et donc
To(z) = Niax)7
= (1= E) 1— 2_z T, al?
L L 12
4x T aL? L (3c,L 11¢, L2
. —) T, il -
+ L ( L [ 12 + 2k ( 4 24
T (2x c1L? L (e L c1 L?
——=——-1) T+ — + — h —
+ L <L > { + 12 + k ( 2 + 3
c1L? T T c1L 7L
- T e, (L - —) el (e
+12+k[0 2++4(x 3)}

(d) Du point de vue des “valeurs locales”, ces deux approximations polynémiales sont en fait

trées mauvaises des lors que Te, n’appartient pas a l'espace vectoriel qui est généré par les
m + 1 fonctions de forme N; de T,,. En effet, le polynome T3 est tres loin d’approximer
convenablement la solution exacte T., des lors que ¢, # 0 ou ¢; # 0, et ne satisfait
notamment aucune des conditions imposées aux extrémités; ce constat reste également
valable pour le polynéme T5, mais uniquement si ¢; # 0. Néanmoins, si T,, appartient
au contraire a ’espace vectoriel de 'une de ces approximations T, , alors I’approximation
T,, donne le résultat exact. Il est par ailleurs intéressant de noter que les valeurs de T,

et de T,, sont les mémes aux noeuds d’interpolation, & une valeur de translation pres (qui
2
ClL

vaut ). On observe en outre que 'augmentation du degré m des polynémes T, tend
a approximer au mieux, et en méme temps, les valeurs exactes du champ de température

et leurs variations. Nous observons notamment ceci avec les flux

dTes _ c1
k T () = h—i—(L—m)[co—?(gﬁ—i—L)}

dTl Co ClL O —
dTQ o 61L2 ClL

b @) = he gt (L -a) {CO_T]
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3. Approximations polynémiales, “thermiquement admissibles”.

(a)

L’application de la méthode de GALERKIN avec le nouveau couple d’approximation

numérique (Tm(z) =T,+ Ntz) 7, N ) fournit comme nouvelle équation matricielle

-

K7 =1F, avec

Mp3K = — /O Lk:N(x) - (@)d + kN(L) —(L) + N(0)N*(0)
L 2NnT. .
_ {/ kNi(z)dng () dz + kNy(L) dd]ZJ (L) + Ni(O)N](O)}
0

Mn3EK = /()Lkg(z)dft(z)dz + ﬁ(O)[ﬁt(0)+k ddﬁt(())}
= [/OL dd];a( )ddjzj(x)dx + Ni(O)[N»(O)—&-k%(O)H”_l yyyyy .

en F.I. faible, et, pour ces cas

<«

R™ > F = /OL [co—c12] N(z)dz + h N(L) = [/OL [co—c12] Ni(z) d;z:+hNZ-(L)]

i=1,....,m

On peut noter alors qu’il ne sera pas nécessaire de refaire tous les calculs car

(K, 7, F) se déduit simplement de (K, 7, ﬁ) :
1°-  en retranchant o F le produit N(0)T,;
2°- puis en supprimant la ligne et la colonne de K, et, la composante de ﬁ, ot

intervient N,; et enfin la composante (1,) de T qui était multipliée par la

fonction N, dans ’approximation non-cinématiquement admissible Th,.

Calcul de T; par la F.I. faible :

Si nous appliquons la précédente remarque, nous avons donc qu’une simple équation scalaire

y 5 y , oL IL?
arésoudre: Kri=F , avec K =— et F:c —i—h—c1 .
L 2 3
L (¢, L L?
Comme l'inversion de cette équation donne 71 = T 62 +h— 613 > =Te(L)
nous déduisons que I'approximation affine recherchée est finalement telle que :
oL L?
Ty(x) =T, + Ni(a)m = To+ = (2= 40— 22 .
kE\ 2 3
Calcul de T» par la F.I. forte :
De méme, il vient ici
16k —8k ) 2c,L 1 L?
. a7 ar 16k > =
K= 3L 3L avec det (K) = —= #0 et F = 3 3
—8k Tk ( (%) 32 7 ) coL h c1L?
3L 3L 6 6
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7L L
On trouve alors tres facilement K1 = @ % , et puisque
2k k
- ) £ <3COL T 1161L2) T..(L)2)
= S K= 2kL c4L ¢ iﬁ =
- E(; vn- ) T..(L)

nous concluons que I'approximation quadratique recherchée est telle que :

TQ(Z‘)

|
&
+
=
O
S

4 L oL 11, L?
- (o) [ (e )

L L) |2k \ 4 24
T [ 2z L (c,L c1 L?
() )]
- T T c1 7L
= 1, + k{co(L 2)+h+4 (:c 3)}

(d) Ces nouvelles approximations présentent une importante amélioration car, en imposant la
condition d’admissiblité “thermique” T,,(0) = T,, elles permettent au moins de retrou-
ver les valeurs exactes du champ de température aux m + 1 noeuds d’interpolation.

L’approximation polynémiale de plus haut degré (i.e. ici T%) est encore celle qui permet

d’approcher le mieux, et simultanément, les valeurs de T¢, et les valeurs du flux k dez ,
x

notamment au point x = L ou ce flux est imposé.
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Probleme 2 : Plaque élastique chargée perpendiculairement a son plan moyen de repos.

1. La formule de GREEN permet d’établir I’équation intégrale faible qui suit :

2

0 [ o) [uAu(x) 2 (1 - f”dQ /F . () [M %(x) + 222”(2@ dr
- /F () [u(m) - U] dr
= [ {-n1Fow] o [Fu@)] + £ (1-3) o)} a2
- [ g e@ar = [ otw)[ute) -Gt ~v]ar
/Q {~n[Vo@)] NVu@)]+ 1 (1-2) 6() } a2
- /F\F 22?(%5) o) — | o) [u(x) — pit () Vu(z) — U] dl
2. Si nous remplagons dans cette derniére équation (u, @) par (us = Nt7 ]\7 ), nous obtenons alors

comme équation matricielle K7 = F, avec
u[dﬁt(xﬂt[ﬁ dQ + / ]\7
— t r= R —
= [ 1 [VN; ()] [V / — pitt () [VN;(z)] } dF] )
i,j=1,2,3
) N(z)dQ — / ¢ N(z)dr +/ UN(z)dl
mr, 2L¢(z) r

~[f0-g) mem [ i s | vsioa]

N it () [VN ()] } dr

M,

I
S~
~lo
VN

—

|
~| 2

i=1,2,3

3. a) Calculs sur Q (avec les notations 2D)

e Le 1°" terme de la matrice de rigidité K nécessite de connaitre dans un premier temps

)
VN'(z) = agl [Nl(z) No(z) Ng(z)] - [Wvl(z) V Ny (z) 6N3(z)]
L 92y
[ oN, O Ny N
_ 8951() 8951() axls() 1 1101
ON,, . ONs . ON L| -1 01
L 81‘2 ($) 81‘2( ) 6.1‘23( )
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[ ON, d Ny
o B[00 2N O
TN ON(2)] = 0 N» 0 Ny Oxy 0x Oxy
| o . O “ Or2 . aNl(x) aN?(JE aNB(:E)
8]\73 (:L') 8]\73 (x) 61‘2 6:52 61‘2
L 61‘1 61‘2
[ VNi(z) e VNi(z) VNi(z)eVNy(z) VNi(z)eVNs(x)
= | VNy(z) e VNi(z) VNy(z)eVNy(z) VNy(z)eVNs(z)
| VN3(z) e VNi(z) VNs(x)eVNa(z) VNj(z)e VN;3(z)
-1 -1 2 -1 -1
- Ll o I S R
L2 -1 0 1| L2
0 -1 1

Cette matrice étant constante, son intégration (i.e. I'intégration de chacun des composants) sur
2

le domaine 2 équivaut a multiplier cette méme matrice par aire > du triangle €2, et donc:

- —

L L*Il
VN )] [VN(z = )" [VN ()] dza zlzﬁ -
/Qu[wv()] [V 8 (2)] a2 /0/0 u[OF @) VR @) desdry =2 | 1 1 cl)

On obtient le 1" terme de la matrice-colonne des forces F en utilisant la quadrature de GAUSS-

LEGENDRE qui est d’ordre 3 sur le triangle €,

b) Calculs sur T (avec les notations 2D)

Pour respecter l'orientation de I' | le calcul des intégrales curvilignes doivent s’effectuer avec

L
Flf(ﬂﬁ)dr = /Of(zlvo)dzl;

L L
f(z)dl' = /Of(L—ajg,xg)\/idxg E/Of(ml,L—ml)\/idxl;

T2

0 L
f(z)dl' = /Lf(O,ajg) dxy = /0 f(O,L — x9)das .

s

e Pour obtenir les 2%™¢ et 31™€ termes de K, il est nécessaire d’évaluer d’abord les termes

)
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suivants avec z = (x1,0) € 'y :

- [2]- 4]
VN (2) | VNi(@) VNa(a) VNs() | :% j (1) (1) (différentier ’abord 1)
) N [T
N““ Hziii )
0Ny - aNg(x) 6N3(x)
@V @] = [m) m@) || g Ja O

81'2 ZE) 81'2 (l') 81'2 (l')
e VN (x) 7eVNy(zx) iie 6Ng($)}

B RS SR
-1 0 1| L o

—

Comme les composantes de la matrice suivante sont quadratiques

Ni(z) (1*%)2 (1%:)% 0
NN () = el Mi@) Nole) Na)] = [ (G2 AL
0 0 0

la quadrature (1D) de SIMPSON suffit pour obtenir exactement

/F N@)N ) dr = /0 " o) ) day L

S =N
S NN o=
o O O
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Concernant les composantes affines de la matrice suivante

Ny(x)
N(x)ii*(x) [6N’t($)} = | Na(z) 7@ VNi(z) 7eVNy(z) iieVNs(z)
Nj(z)
Ny(z) e VNy(z) Ni(zx)iieVNy(z) Ni(x)iteVNs(z)
= | Ny(z) TeVNi(zx) Ny(z)ieVNy(x) Nay(z)ieVNs(x)
Ns(z) e VNy(z) Ns(z) iie VNy(z) Ns(z) i e VNs(x) |
X1 X X i
1- T : 1 1 T 0 T~ 1
_ 1 - ——| = _n
= — i [ 1 0 -1 ] 17 T 0 T
0 0 0 0
nous pouvons méme utilisez la quadrature (1D) du RECTANGLE pour obtenir
I 3 -1
/ N ()i (@) [V N (2)] dT = / N @) @) [FN (@) da = T2 1
r, 0
0

La matrice de rigidité apparait alors en additionnant les précédents résultats intermédiaires,

Lo op@L-1) L p pd-L)
3 2L 6 2 2L
K=| L_pE+l) L, op 1
6 2L 3 2 2L
p p
_F 0 Lad
2 2
e Concernant les termes de F , ous avons
Z1
== 1
= L L UL
/ UN(z)dl = / Ul | de = ;
I 0 L 2
0
2 L 2 0 0
crs o —cz5 X2 cL
- N(z)dl = 1 V2dzy = 1],
/1“2 2w ) /0 2v20% | ol ? 24|,
T2
crd - o T2\ 2 L —cL !
- N(z)dl = / S (1-2) 0 | doy =
/Fg 2L¢(x) (z) 0 2 L L2 24
L
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~ L
L’expression du vecteur des sollicitations extérieures est finalement F = 3| U+

La détermination de 7 et de cette approximation non-cinématiquement admissible u3 s’obtient

alors en résolvant I’équation K7 = F.

. Si nous remplagons u par us = U + N3 73, et, ¢ par N3, dans la F.I. faible, il ne viendra alors

qu’une seule équation scalaire: K3373 = F3. Selon les précédents calculs, cette équation vaut

T —cL —cL
HTs , et on en déduit que 3 =

. L’approximation (affine, et cinématiquement

2 8 4
admissible) est ainsi telle que us(x) = U/erg(z)'rg =U - % .
Cette approximation cinématiquement admissible ug et la solution exacte
teala) = U — S22 (1-2) Vo= (ai,m) € Q=[0,L] x[0,L— 1] .
2uL L

fournissent les valeurs suivantes aux 3 sommets et au barycentre du triangle

uz(21,0) = U = wue(21,0) , Vo €{0,L/2,L} (et méme Vz; € [0, L])
us(0,1) = Uf% > Uea(0,L) = Uf%
us(0,L/2) = U—% = e (0,L/2)
uz(L/2,L/2) = U*% < Uex(L/2,L/2) = U,%
us(L/3,L/3) = Uf% < Uex(L/3,L)3) = U,%

en rappelant que les coefficients ¢ et p sont positifs.

Notez que les inégalités observées insinuent que 'approximation affine confére (& tort) un peu
plus de rigidité a cette plaque. On ne peut donc se fier a cette approximation tant que l'erreur

commise est relativement minime.
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Solutions du TD n°2: Ritz

1. Conditions nécessaires de minimisation

Soit ¢ € V}°, la premiere variation de la fonctionnelle J; s’exprime alors

k

st = [

dé
dx

dT..
dx

()

() — [co — clx]qﬁ(x)} dx — h ¢(L)

sous sa forme intégrale faible. Une intégration par partie et la condition de bord ¢(0) = 0

permettent d’obtenir la forme (intégrale) forte de cette premiere variation

S5 J1(Tes) = — /OL qﬁ(x){k:

d>*T.,
dx?

() + [co — a12] } dx + ¢(L) [kz

dTey

(L) ] |

et de déduire que celle-ci s’annule, pour toute fonction ¢ € V;?, si et seulement si nous avons

localement les conditions suivantes:

d?*T.,
dx?

avec To.(0) =T,

k

et

() = c1z — ¢, , pour presque tout x € )0, L] ;

dT..
k
dx

(L)=h .

Similairement, nous obtenons successivement pour Js et tout (¢, q;) eV,

)

(¢,0

)JQ(Tezv)\ez) k

N

iy

dTe T

(@) —

dzr

+ Aex(0) 9(0) + ‘5 [Tex(0) — To)

- [ ok

AT ey
+ 6(0) a0 — b S22

d?T.,
dx?

dx

() + [co — c12] } dx + ¢(L) [kz

(z) — [co — c12] d)(x)} dx — ho(L)

dT .,
dx

(L) — h}

(0)] + 6 [Tea(0) = ] -

Cette premieére variation s’annule pour tout couple (¢, q;) € V4 que si et seulement nous avons,

en plus des précédentes équations locales, . (0) = kK ———(0) .

2. Approzimations

m
(a) L’approximation recherchée est une combinaison linéaire T),,(z) = > N;(z)7; = N'(x)

des composantes de N = [Nl]

Tn(0) = N*(0)7 = 7, , et que

dT,,
dx

d

@] = [

I

dx

1=0,..., m

@ﬂ=[

dN't
dx

T

Al

les énergies s’expriment donc selon

Ja(

dN't
dx

—

=0

/0 [co — c12] Ty () daz — h T (L)

L r 2
k [dTy,
N(Ty) = u do —
) = [ 55w w
17 /¥ dN _dNt .
= t{§ ; E(m) T (m)dm}r—
1 _
_  zt) =
= T {QKT F}
Ty Am) = J1(Tom) + A (0) [T (0) — To) = J1 (N 'F) + A (0) [1p — To) -
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Comme la propriété N;(0) = d;, implique que



Notez que nos problemes discrets peuvent alors se formuler simplement comme :

(

” { Trouver le vecteur de parameétres de température 7 € IR™ ! qui soit tel que
1

70 = T, et qui minimise I'énergie potentielle .J; (N '7) = Ft{% K7 — ﬁ}

et

Trouver le couple de vecteur de parameétres de température et de multiplicateur
(P2){ de LAGRANGE (7, A (0)) € IR™? qui minimise I’énergie potentielle
Jo(N'F An) = Ji(N'F) 4+ (o) [ — T -

La premiére variation de la fonctionnelle J;(T},) donne tout d’abord
1 . .
86,11 (Tm) = 5 {F'KF+ 7K@} — §'F | ¥om = N'¢

Cependant 7K@ = [FtKgZﬂt = J'K'7 € IR (car tout scalaire est égale & sa transposée),

et méme T!K@=F'K7 car K = K' (i.e. K est symétrique !). Par conséquent,

0s,, J1(Tm) =

|~

{p'EF+@'K'7} - ¢'F = g'{K7-F}

0 & = a.J

Pp= _ 1 /33t

= Z %{ZKUTJ‘_E} = Z %a—Ti(N 7)
=0 7=0 =0

i#p i#p

La condition de stationnarité requiere ici que cette premiere variation soit nulle pour toute

fonction @ € IR™ ™! telle que ¢p = 0, ce qui est donc possible que si et seulement si

a.Jy
aTi

(T) => Kij7j—F; =0, Vie{0,...,m}\ {p} .
j=0

Les conditions nécessaires de minimisation sont finalement :

Do = To & =T,
=
§=0

Nous pouvons attribuer a la 1°"¢ équation 'indice ¢ = p . Nous constatons alors aisément
que ce systeme d’équations est équivalent a :

i) K'T=F', avec

2

K' = [1d=NO)N'©O)]K+NO) N 0) = [ (1= 8y 6p5)Kij + i 0y

i,j=0,...,m

F' = [Id—N(0)N'0)]F+N(0)T, = [(1—6pi)Fi+5piTo}

1=0,..., m

En pratique, si ¢ désigne le rang de la composante qui est donnée dans 7
(i.e.icig=p+1 et 7, =1T,), alors on déduit (K’, F') de (K, F) :

1°-  en annulant, dans la ¢°™° ligne de K, tous les coefficients sauf celui

eme

qui est a l’intersection avec la q colonne qui prend la valeur 1;

eme

2°- et en remplacant la q composante de F' par la valeur T, donnée.
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i) K'"T7=F" avec

2
P
=
+
=
=
=2
=
A
—
=

K" = [Id— N(0)N*(0)]K[Id— N(0)
- 5pi) (1 - 5pj)Kij + 5pi 5?]} iz

) N'O)]F+ NO) Ty = [(1=6,0) (F = Tokpi) + 6, T,

2

F' = [Id-

(revient & simplifier les conditions données pour ¢ # p, avec celle donnée pour i = p)

En pratique, si ¢ désigne le rang de la composante qui est donnée dans 7, alors
on déduit (K', F) de (K, F) :
1°-  en annulant, dans les ¢ ligne et colonne de K, tous les coefficients

sauf celui qui est sur la diagonale qui prend la valeur 1;

2°- et en remplacant la ¢®™° composante de F’ par la valeur T, donnée.

T(0)=1,=T,
m){ © P ,avec Kijj =K, 7j=1; , F; =F, — Ki,T, , V4,5 €{0,...

(idem, mais en écrivant partiellement les conditions sous forme matricielle)

i=0,...,

En pratique, si ¢ désigne le rang de la composante qui est donnée dans 7, alors

on déduit (K, 7, F) de (K, 7, F) :

2°-  puis en supprimant, d’une part, la g™ ligne et la ¢®™¢ colonne de K, et

d’autre part, les ™ composantes de T et de F.

1°-  en retranchant o F le produit ¢ ™ colonne de K par la valeur donnée T, ;

(d) Nous obtenons pour la seconde fonctionnelle

;m}\ {p}.

T (T, M) = (T, )+/\m(0){”t1\7(0)—To] — T (To)+Am <o>[7pro} (car N;(0) = i)

Celle-ci a pour premiere variation

5o (T Am) = {FIE7+ 7K} - FF + A0 3N (0) + 37N () - T,

K=K (ﬁt{K; F 4+ A (0) ]\7(0)} + @{Ftﬁ(o) - TO}

Ni(Q)=dip zm: { i Ki;jm; — Fi + 0ip )\m(O)} wi + |:7'p - To:| 0
0

Oh (2 )

1l
[F
F|=

of )\m %

ol ¢, = NG, et (§, @) € R™*? . La condition de stationnarité équivaut alors &

6]1
o, (Trns Am) Z T+ Am(©) — F, =0,
v T A m—+2 8J1
ViEam 1 (Tm, Am) =0 € R™" & o (Trns Am) ZKUTJ— =0, Vie{o,...
oy
TrnsAdm) =7p — Ty =0 .
a)\m(o)( ) Tp 0

30
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Nous observons que les m + 1 dernieres équations de stationnarité sont celles présentées
en (b), alors que la premiére donne la valeur de

m

Am (0) = Fp — ZKpj Tj
=0

NS fi ) [F - KA

En pratique, si ¢ désigne le rang de la composante qui est donnée dans 7,

alors on déduit \,,(0) en retranchant la valeur du produit scalaire de la q¢™*

€

ligne de K avec 7 & la ¢™° composante de F.

3. Applications numériques

(a) Calcul de T.

Nous avions déja calculé (¢f. partie 2 du TD n°l)

L Vi t
dN, dN k 1 -1
- de = — = K
/0 dz W) gy @) de L| -1 1 ]
I i COL ClL2
/ [co—clx}]\?(x)dx—&—h]\_f(L) = 2 6 = F
0 col 1 L? ih
L 2 3
La méthode i) va permettre d’obtenir 7 = [ To , 8’il est possible d’inverser 1’équation
T1
. 1 0 . T,
suivante K'7=F’ | danslaquelle K'=| — k | et F/ =
T I ol _al’
2 3
k . 1 0
Puisque det (K ! ) =7 #0 et K'™" = ) L | , nous obtenons effectivement alors
k
T
7= Klfl il _ Tew (0)
T 4 L (¢, L ¢ L? h o
Tk 2 3 Tea(L)
Nous retrouvons ainsi I’approximation cinématiquement admissible de la partie 3b) du
TD n°1:
- T T col 1 L?
T o= N“:(u—)TO 2, - h
1 T I + A + 9 3 +
x [(coL ¢ L?
= T,+= — h
()

(b) Calcul de Tx.
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Nous avions déja calculé (¢f. partie 2 du TD n°l)

coL
I 6
v v 2¢coL 1 L? o
[co — c1z] N (z)dx +h N(L) = 2o L = F
0 3 3
COL 01L2
h—
6 + 6
Le calcul de la matrice K nécessite notamment les deux résultats intermédiaires suivants
dN? 1[ 4z 8z 4z
o @ = z[ F7 Ay A
[ 42
— -3
dN, dN? 1 b 4 8r 4
any - = 8z = _ % 2x
il L24T{L34LL1}
4
S
L L

(F-9) (F9) (-7 (F-9(E)]

4x 2
Sym Sym — -1

Les intégrales des composantes “quadratiques” de cette matrice sur [0, L] s’obtiennent avec
la quadrature de SIMPSON, et donnent ainsi

7T =8 1

P
AN _dN k
/0 dz W) gy @ de =37 18 Z 78

Connaissant 7o = T,,, la méthode 4ii) va permettre d’obtenir 7 = l
T2

n ] s’il est possible

d’inverser 1’équation suivante

2¢coL. L? 8kL
- = > k 16 —8 =g 3 - 12 + T TO
Kr=F avec K= _— et =
3L| -8 7 col al? kL
+h— - —T1T,
6 6 3
) . - 7L L
. 16k . om K L oL
Or det(K) = — #0 et K= Q = | 16k 2k | Nous déduisons donc
3L det (K) L L
2k k
T L [3c,L 11¢; L?
5 o1 o\ 1 21 Tex(L/2)
que 7 = K F = I I 12 = ,
Co C1
T, + — h— Ter(L
(5o 2
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et retrouvons ensuite lapproximation cinématiquement admissible de la partie 3c) du
TD n°1:

TQ(Z‘)

N

4z x L (3c,L 11¢ L?
(* (1_)T +f(lf)[T"+%< T T )]

+ hIH

)R]
e g fo(-p) gt (- F)

(c) Les calculs des multiplicateurs de LAGRANGE et des flux en z = 0 donnent ici

Aez (0)

A1(0)

A2(0)

dT
p

—(0)

dx
dTy
B ——2
dx

(0)

dTez ClL2
—(0) = h oL
dx 0) T 2
Fy — [Koo 7o + Ko1 1]
CoL_ClL2+E|:1 1} L —
2 6 L oo Lfel ar N |7 e(®)
° Tk 2 3
Fy — [Koo 7o + Ko1 71 + Koo 72
T,
col  k L (3c,L 11¢; L?
=7 s 1] o h— S
2+3L[7 8 +2k(4 + 24) ©
L (¢, c1L?
T, + — h —
| (o)
col cL2
h+ =% L e,
7 L2
h+c,L — Cl

Il apparait que la valeur du flux réel k

par les multiplicateurs de LAGRANGE A, (0) que par les valeurs de flux k d—(()) !
x

exr . . . ’
(0) est toujours mieux “approximée”

v AT,
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Probleme 2 : Plaque élastique chargée perpendiculairement a son plan moyen de repos.

1— L1 T2
Ni(x) L L
1. En remplacant u par us = N7, et ¢ par N = | Ny(x) 1
Ns(@) i
L
on aboutit alors au probleme de minimisation suivant

Trouver dans [’espace fonctionnelle

(P1)§ Vs = {U3 = N7 e HY(Q) avec 7 € IR®, et ug(x1,0) =7 + n (o —m)=UVz; € {O,L}}

1 .
la fonction qui minimise 'énergie potentielle Jy(us) = Ft{— K7— F}

dans lequel (en ré-utilisant simplement certaines parties de la correction TD n°2)

2 -1 -1
K /M[ﬁﬁt(x)}t[ﬁﬁt(z)] a=51-1 1 o |,
¢ -1 0 1
2 L 2
- c 1\ o cxr; = c
F / (1——)Nde—/ N@)dr = = | 1
ol L (z) nr, 2L6() (z) 24 4
La condition cinématique uz(x1,0) = U avec 1 € {0,L} qui est imposée sur I';y donne en
fait 71 = 7 = U. 1l est alors judicieux d’effectuer la détermination de 7 selon la méthode
de réduction d’équations (i.e. comme pour obtenir K7 = F) , car cela ne laisse qu'une seule

équation scalaire de stationnarité: Ks3ms = F3 — (K31 + K32)U. Nous trouvons finalement
-2 |cL W cL
=— |— +=(-14+0U| =U - —

™ M [ 24 - 2 (F1+0) }

Ap
et nous retrouvons donc la solution

T2 T2 cL cxy
— [N No(2)|U + N. :[1——}U Dilp_&Zlop-£2
o= (Vi) + M@V + Mooy = [1- 2] w4 2 |- 52 ] v -
(a) Le calcul des multiplicateurs de LAGRANGE d’approximation donne
cL I cL —cL
A = - (K K - K = —— =-2-1)U- — - =
3(0,0) 1 — (K11 + Ki2)U 1373 7 2( YU 5 [U 4#] D
A3(0, L) Fy — (K1 + Kon)U — Kogrs = 2~ By nyu—o = &
3 (Y, 2 21 22 2373 = o 9 Y
(b) Les calculs des valeurs limites de flux donnent
Ous U3 cL
L—(x1,0") = L—(z,0") = — , V 0,L
on (:rlv ) 61‘2 (:rlv ) 4 T G] ) [
Qe

0, Va, €]0,L]

Nous constatons que les multiplicateurs donnent quand méme de meilleurs estimations
des valeurs des forces de réaction (= du flux) sur I';.
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Solutions du TD n°3: Eléments finis

1. En reprenant un raisonement du TD n°2 (ot p = n = 1), nous déduisons que I’expression de
I’énergie potentielle est

I(T,) Z/ {g[—@f[(z —era] T () o — AT ()
p J(Tn ) = > 7 { K. Te—Fe} :

e=1 e=1

2. Approzimation avec p =2 éléments et n + 1 = 3 noeuds .

(a) Les transformations géométriques isoparamétriques

QT = [0’ 1] — Qe = [Xng(e,o)vXng(e,me)]

=t = = 1— = X
y m(y)ZNl(y)Xe,avecN1=[ y] etXe=[ na(e:0) ]

sont, plus explicitement, comme z(y)= 2 Yy € Q,

L(1
(;y) € Q=1[L/2,1]
Puisque
=t
dN, = L
dx = d—y(y)dy Xe = [Xo,em) — Xn,(e0)]dy = Zdy
. = = 1 ,Vxeﬁluﬁg
ey = L) Ly - 240 - 2]
dx Ay 4 dx N L dy 4 L )
nous avons alors
= =t
2 (' dN,, dN 2k | 1 -1
K. = = [ k Liy)dy = = =1,2
L/o dy(y) dy(y)y Lll 1],poure :
1 COL 01L2
., L L -
B g [ o 2 Nwdy = | 4201
2 0 2 COLiclLQ
4 12
. col 1 L?
P = — [50—7} dy + hN = 6
-5 e LA U P
4 24

(b) La table de connectivité de cette formulation en éléments finis est selon

n; 0 m=1
e
1 ng(1,0) = ng(1l,m)
p=2 ng(p,0) =2 | ng(p,m) =
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1 .
Elle aide & ré-exprimer I'énergie selon J(T3) = 7* [5 K7-F } , hotamment en indiquant

que les composantes de 7 = [Tyg]ng=1,2,3 ¥ sont multipliées par celles de

1 -1 0
2k 140 —-140 040 2k
K — sh + + + T1 _ R 71 2 71
L -14+40 141 0-1 T L 0 L1
0+4+0 0—-1 0+1 T3
COL C1L2 COL 01L2
1 — 0 _
4 24 4 24
ﬁ — - coL _ ClL2 + col B 01L2 _ coL B 01L2
4 12 4 6 2 4
col  5cyL? col  5epL?
E VR TR VR TR

(c) @ Comme au TD n°2, la condition limite T, = Tg/ﬁl(O) = Tng(1,0) = T1, nous permet de

réduire la condition de stationnarité & une équation matricielle telle que K7 = F, et ot
col 1 L?  2kT,

- T2 . 2k | =4 -
F = , K =2 et F = | 2 4 L
L| -1 1 coL 501L2+h
73 4 24
L (3c,L 1l¢iL?
.-, L|11 - To+ﬂ< 1 o1 +h> | Ta(L/2)
Orici K=" = %1 9 ,etdonc 7 = I I 72 =
Co C1
T, + = - h T.o(L
* k( 2 5 T ) (L)

e L’expression de 'approximation 75 est obtenue, par exemple, en exprimant la transfor-

mation géométrique inverse

2z . ~
& — Xng(e.0) B T , six e =][0,L/2]

Xngeme) = Xng(e,0) 2z
L ’ )

dans le vecteur Ny, puis en effectuant nos deux produits Ty, (x) = Ny(y(x)) 7e avec

7= Tngy(1,0) _ 1 = Tngy(2,0) T2
Tng(1,1) T2 Tng(2,1) 73
Le résultat est alors telle que
Ty, (@) = Tea(0)+ [Tea(L/2) = Tea(0)] y(a)
Ty, @) = Tea(L/2)+ [Teal(L) = Teal(L/2)| ()

e La méthode des multiplicateurs de LAGRANGE (discrete) donne

y(z) =
sizeQy=[L/2, 1]

X0) = FI-—Kin—Koon—Kizn
coL ol? 2kT, 2k L (3c,L 1lc¢iL?
— L all P,y 2 - h)|+0
1 u L+L[+2k<4 24 M)
61L2 dTez
= ¢, L — h = k——(0
¢ 2 + dx (0)
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(Exercices supplémentaires : raffinements de ’approximation.)

3. Effets d’une transformation géométrique nonlinéaire

(a) e Cette transformation géométrique

z(y) = u—1)y[Xs+Xo—2X¢]+2y[Xe—Xo|+ X2, avec X € Qo =]Xo, X3[=]L/2, L]

X3+ X, 3L

est effectivement non-linéaire, et plus précisément quadratique, si X¢g # 5 =

(dans le cas contraire, on retrouve la transformation affine de la partie 2.)

e La régularité de cette transformation quadratique est assurée si sa dérivée

=t

dx dN =
d—y(y) = dy2 (y) X2 = (dy —1)[X5 + X2 — 2X¢] +2[Xg — Xo]
qui est alors une fonction non-constante de y € €, = [0,1] , ne s’annule pas sur €2, (et

conserve ainsi son signe sur €,.). Cette condition requiére que

1 Xo — Xo
- Q,=[0,1 < Xgel5L/8,TL/8].
4 2[X3+X2—2Xg} ¢ [ ] G ] / / [

Lorsque toutes ces conditions sont satisfaites, 2(y) établit alors une bijection non-linéaire

(qui est méme strictement croissante) entre €2, et s, avec notamment z(1/2) = X¢ .

(b) Si on veut utiliser des quadratures d’interpolation polynémiale qui seront définies sur Q.

alors on voit que la relation suivante

AN,
W (y)

(4y — D[X3 + X2 — 2X¢] +2[ X6 — Xo]

d]\_fg - dﬁg dy o

ne permet pas d’obtenir le résultat exact de la matrice de rigidité
=t

- -t -
U /dy\*dNsy, dN,,  dx U /dy\ dNs, dN
Ky = k== Zy)—dy = k== 2(y)d
2 /O (dx> a0 (y) a0 (y) Y /0 <dm) m (y) a0 (y)dy ,

car les fonctions a intégrer ne sont pas polynomiales mais rationnelles. Ce probleme n’est
néanmoins pas rencontré avec le vecteur des sollicitations extérieures Fy car il ne dépend

pas de la précédente dérivée.

Toutefois, Ko peut étre calculée exactement avec la quadrature polynomiale de SIMPSON

—y(x) 1

_ - = 1
(par exemple) sur Q5 . Nous devons alors exprimer dans Ny (z) = N2 (y(z)) = [ (2)
y(x

la fonction de transformation géométrique inverse et qui est telle que

=Xy X3 —z r— Xa
X3 — X 2(XG7X2) X3 — Xo

y(z) €Q,=[0,1 Vo€ Qy=[Xo,X3]=[L/2,L].
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3L

5L 2L _
(c) o En laissant < < Xg = 5 < , et pour z € Q9 = [L/2, L], il vient alors

4
1 3z /2x
vo) = 5(6-7) (T 1)

dﬁg() _ | 1| 2 1BL-12 ) -1

dr T 4z 1 N 212 1 ’
dﬁz( ) d]\72t() 130 — 122\ 1 -1

z z) = —_—

dx dx 212 -1 1

Nous pouvons limiter les erreurs d’approximation en utilisant alors une quadrature de

SIMPSON qui soit définie sur s . Nous obtenons ainsi

L - -t
dNy,  dN, 19| 1 -1
Ky, = k der = —=—
2 /L/2 o @) —gp @dr = o7 l_1 1 ]
. —coL  13¢1L?
F, = co—cx]\_fxdx—&—h]\_fL = 8 96
? /L/Q[ 12| V() 2(L) 5c,L 49¢y L2
- +h
8 96

e Le couple (K7, ﬁl) et la table de connectivité de cette formulation d’éléments finis sont

encore ceux de I’étude 2. Ainsi, “ I’assemblage ” des résultats élémentaires dans I’énergie

1 _,
J(Tr) = 71 {5 K7T— F] s’effectue avec 7 = [Tng]ng:1,2,3 , et

k 16 +0 164+0 040 k 16 —16-0
K = 3 1640 16419 0—19 L= sp| 16 3% 19
i 0 —19 19
0+0 0-19 0+19 | =
col L2 oL o lL?
1 - 0 -
4 24 4 24
F o= col 1 L? + —coL  13¢, L7 _ col 5y L?
- . _ _
4 12 8 96 8 96
5¢oL  49¢y L? 5¢oL 49¢; L?
- - h - h
7 0 8 9% 8 96

-

e La condition de stationnarité réduite, K7 = F', s’écrit alors avec

col b1 L?  2kT,

- 2 . k| 35 -19 =
F = , K= = ot F = | 8 96 L
8L | —19 19 5¢oL  49¢iL? th
- _
3 8 96
L (3c,L 11c1L?
, L [19 19 ; Lt 1~ +h)
Puisque K= = — ,alors 7 =
38k | 19 35 T L (97c,L  135c, L7 350
¢ 38k 4

e Nous en concluons alors que 'approximation T3 , (#) = N,(y(z)) 7 s’exprime main-

38



tenant comme

T2/91 (.Z‘)

TQ/QZ (.Z‘)

avec y(x)

e Le multiplic

4. Approximation ave

y(z)L [3col  1leiL?
= TO —
ok ( 1 YR
L 3co L 11¢1L2 2y(x) 49¢1 L2
= T,+— - h ———= | be, L — 8h
+2kK4 24 )+ 19 \° 2
2 _
fm . Voely=0,L/2)
") 1. sa\ 20 _
5(57f)(f71) , VoeQy=[L/2, L]
ateur de LAGRANGE donne encore le méme résultat, avec
dT .
A(0) = 1 —Kiim— Koo — Ki3m3 = kW(O) :

c p =3 éléments et n + 1 = 4 noeuds .

(a) 11 est pratique de noter que les transformations géométriques isoparamétriques et leurs

dérivées qui sont utilisées ici s’écrivent, avec les longueurs L. = X, g(c,m.)
éléments Q. = [Xng(e,O) , X

z(y)

dx

d_y(z)

— Xog(e,0) des

ng(e,me)}v comme
L _
= e u=[0.L/2
L(2 _ A
Xng(e,0) T YyLe = % € Qy=[L/2,3L/4] VY€ Q =10,1]
L(3 ~
% e Q3=[3L/4,1]
L _
-, Vo € Ql _
L. = % , et Vy € Q, .
10 Vo € QU Qg

Certaines valeurs élémentaires s’écrivent alors d’une maniere simple, comme

dN.
dx

()

F, = I
Fy = Lo
Fy = I

dN,,  dy 1 dN. 1 d[1-y 1 [ 1
= ) (@) = 7 ——=) = 7 — = —
dy dx L. dy L. dy Yy L. 1
= =t -
1 (' dN., _dN E| 1 -1
R k e d _ v _ 1 2 3 .
Le/o dy (v) dy (y) dy .| -1 1 , pour e ,2,3;
1 C_O _ ClLl 1 COL _ 01L2
Cco —c1yL }N dy = L 2 12 - 4 24 :
/0 [ 1y L1|N1(y) dy 1 Gl L iy
2 6 4 12
L col  TerL?
co—c1(24y) L }N dy — | 8 96 | .
/0 R col i
8 12
1 ﬁ _ 561L2
[ eo-a6rin)fwa + nisq = | 85
0 COL 1161L Th
8 96
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(b) La table de connectivité de cette formulation en éléments finis est telle que

1 0 m=1
e
1 ng(1,0) =1 | nyg(1,m) =
2 ng(2, ng(2,m) =
p=3 ng(p,0) =3 | ng(p,m) =
, 5z . >t 1 - — B . -
Par conséquent, I’énergie J(T3) = 7 5 K 7—F| sexprime avec T = [Tpglng=1,2,3,4, €t
1+0+0 —140+0 0+0+0 0+0+0 - o0
Kk = 2 14240 0-2+0 0+0+40 A
L S 0+2+2 04+0—2 N
ym e 0 0 -2 2
0+04+2 | ™
[ el L% ] [ ] [ ] _ coL 1 L?
n - 0 0 -
4 24 4 24
col 1 L? col  TeyL? 0 3col  5cL?
. _ _ _
Fo | 4 12 || 8 9% | 4 _ 8 32
0 col ¢y L? col 5y L? col  3c1L?
s 8 12 8 48 4 16
col  1lc L? col  11cyL?
0 0 — h —
" 1L | o6 "1 L% 96
e La condition de stationnarité réduite K+ = l*z s’écrit alors avec
3c,L  5cyL? 2kT,
. _
2 w3 20 8 32 L
- . > 2
F=|r K=2=|-2 4 —2| e F= CoL 3L
L 0 _9 9 4 16
col  11¢yL? h
. _
! 8 96
I 2 2
Nous trouvons ici que K~! = & 3 3| ,etdonc
3 4
L (3c,L 1lc L2 h 1
o 5 4 24 Tew(L/2)
> 3L (5¢,L  13¢c1L? _
T = TO e — f— h =
+ < < ot ) T.o(3L/4)
L (¢, L ¢ L?
T,+ = == — h Ter(L
+ 7 ( 5 3+ ) (L)
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e [’approximation T3 apparait finalement telle que

=t

T3/Qe (z) = N, (y(a:)) Te = Tem(Xng(e,O)) + {Tex(Xng(e,me)) — T (Xng(e,o))} y(z)

avec y(r) = ———222 | VreQ, = [Xng(e,oang(e,me)} (pour e =1,2,3) .

e La méthode des multiplicateurs de LAGRANGE donne encore le résultat exact, car

dTex

I 0) .

X0) = i —Kiin—Kionn—Kiss—Kiama = k

5. Approzimation avec p =2 éléments et n + 1 = 4 noeuds .

(a) Les transformations géométriques et leurs dérivées s’écrivent & nouveau simplement comme

< € O =[0,L/2] _
.Il(y) = L(l I ) - ,Vy € Q, = [07 1]
Ty e Oy =[L/2,1]
d L _ _ _
d—z(x) = 5 Vo € Q1 UQs et Vy € Q. .

Les résultats obtenus dans la partie 2. sur Q4 restent les mémes tandis que ceux sur Q,

deviennent
V. N 1—2¢)(1 — C g3
oy = D2y Wiy = 24 ( 4 (li)( )y) _ 2 4(1y 2y)
dx dy Y dx T Ldy Yy y = 7 y
y2y—1) | 4dy-—1
2 ' dN. AN, w7 8 1]
K = 7| kg” 2(y)dy = — | - s |-
’ L/O dy v) y (y) dy 3L 8 16 -8 | :
1 -8 7 |
CoL 01L2
Lt 1+y)L 12 24
. . ) 2
I = —/ [CO—M}Nz(y)dy + hNy(1) = COLiclL
2 Jo 2 : :
CoL 01L2
2 g th

(b) La table de connectivité s’exprime ici comme

n; 0 1 m =2
e
1 ng(1,0) = ng(l,1) =
p=2 ng(p,0) =2 | ng(p,1) = ng(p,m) =4
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1 -
et I'énergie s’écrit ainsi selon J(T3) = 7* [5 K7— F], avec T = [Tnglng=1,2,3, €t

3 -3 0 0
3+0 -34+0 040 040 y
o | 7 + + L o% | -3 10 -8 1
K = 3_L 3+7 0—-8 0+1 T2 :3_L 0 8 16 -8
Sym 0416 0-8 | 73 0 1 -8 7
0 + 7 T4
[ col 1 L? i _ 0 i _ col 1 L? i
I R 1 24
col 1 L? col 1 L? col 1 L?
. _ So _
Fo_ 7] 4 12 |4 12 24 _ 3 8
0 col 1 L? coL 1 L?
s 3 4 3 4
ol  L? col 1 L?
- h - h
" 0 1 2 12 ' 12 12
(c) e Notre condition de stationnarité K7 = F fait intervenir maintenant
col  cL?  2kT,
- So _ 7o
: | 10 -8 1 3 8k
F=ln| « K= -8 16 -8 et F= L _al
3 3L 3 4
1 -8 7 col 1 L? h
i 12 12
I 16 16 16
En utilisant la matrice K~ = 3% 16 23 24 | , il vient alors
16 24 32
L (3¢, 1l¢ L2 1
ot o ( VR h) Tew(L/2)
> 1g 3L (5¢,L  13¢1L? _
T=KF= TO+E< s "3 ) | T | TwBL/A)
L (coL ¢ L?
T, + T ( 5 13 + h) Tey (L)

=t

e En considérant T ,, = N (y(z)) 7e, nous avons alors
€

T3/91 (.Z‘)

TS/Q2 (.Z‘)

avec

y(r) =

Te(0) +

[TeI(L /2) — Tez(O)} y(z)

Toa(L/2) + (@) { Tew(L) = Tea(L/2)

+2[1 - y(@)] [2Te0(BL/4) — Toa (L) — Tuw(L/2)] }

2x
L

2
|

, Yz e =[0,L/2]

. Vo Q=[L/2 L]

e La méthode des multiplicateurs de LAGRANGE donne encore le résultat exact, car

(0

Fi — K1 —Kiom—Kiams —Kiama
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Probleme 2 : Plaque élastique chargée perpendiculairement a son plan moyen de repos.

. L’énergie totale se décompose selon

avec les grandeurs élémentaires

K.

F.

—

Ne(z

Jl(U5) =

- —

/Q [$N )] 9,

£ (- 7)

e Calculs sur ’élément rectangulaire );

Les fonctions de forme sont sur cet élément : Ny () =

6

8

zzzz
\_/é/\_/\_/

Zl J(U5/ Qe) =

L/2 L/2 . tro .
La matrice de rigidité K, = / / u [v f(x)} [VNf(z)
0

0

0

Oy

oy

{Nl(m) Na(x) Nz(z) Na(z) } :i

6
>
e=1

%Ke?e_ﬁe}

21‘2

L
21‘1

L

] drs dx1 s’obtient en calculant

721‘2
L
21‘1

124
L

Les quadratures proposées suffisent pour obtenir les résultats d’intégration de ces dernieres sur

Q1 , et il vient :

K1:6

el

4
-1
-2
-1

-1
4
-1
-2

-2

-1
4

-1

-1

-2

-1
4

Quant au vecteur des sollicitations extérieures qui, en accord avec le sens de dI' sur I's N Q) ,

s’exprime comme

—

Fy

il vaut numériquement :

2 ,L/2
/0

2

T cx
- dQ) — =2 N, (z)dl
L) (@) /erl 212 ()
0 2
c - cx
e 17—) Nl( )dl‘gdl'l*/
L L2 2L2
5 1
_ cL | 4 cL | 0 cL
F == - = ——
96 4 192 1 0 192
5 3
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e Calculs sur les éléments triangulaires Qs et Q3

Les deux transformations géométriques . — Q. x IR laissent z3(y) = 0 et donnent

ot X2 Xao
{501 zg}(y) = N(?J)[Xlz Xzz}z{lfylfyz Y1 Y2 X15 Xos
| X135 Xog |
L
= 5 |: 1+y1 Y2 :| dans QQ
Lt [ Xi4 Xoy |
{961 302}(?/) = N(y)[Xm X23}:{1—y1—y2 Y1 y2} X153 Xas
| X16 Xo6 |
L
= 5 |: Y1 1+y2 :| 5 dans Q3

En particulier, et en respectant le sens de parcourt d_f‘, on décrit les portions de bord I'; Ny et
ToN Q3 avecy = (1 — y2,y2) et y2 € [0,1] (ou bien y = (y1,1 —y1) et y; € [0,1]), et la portion
de bord '3 N Q3 avec y = (0,1 — y2) et y2 € [0, 1] ; nous avons alors:

=t . S L

[951 952}(1*1/273/2) = N(lfyz,m){Xw X22}15[2—92 yz} , sur I'o N2
=t . 5 L

[961 962}(1*1/273/2) = N(lfyz,yz){Xw X23}:5[1—y2 1+y2] , sur I'o N €23
=t o N L

|:£E1 $2:|(0,17y2) = N(O,l*yz)[Xlzg X23:|:5|:0 2—y2:| ,surfgﬁﬂg

L’utilisation de ces transformations entraine la reformulation des matrices de rigidité

L— Xy t
K2 / / 6 Y ):| [6N2t($):| dl‘g dl‘l
L/2

K /// T @) [P @) desdan

enKe/Ol/ol_ylqu—z}_léﬁt(y)]t Hg—z]_l%&t Mdet({ }) ‘dygdyl, pour e = 2,3.

Les termes qui sont intégrés dans ces formules sont constants et égaux car ils sont formés avec

0
==t EY -1 1 0
VN (y) = 8(%/1 [1*2117312 Y1 yz}le 0 11
y:

et la matrice jacobienne

oy 0 1

~ L? -1 211
qui donne :  det <[g—z}) =2 x (Aire de Q) = VR {g—z} =7 l 0 1

[%}:é[%(?}) mz(y)} = VN (y)[)?le )?26] = éll 0] , pour e = 2,3

0 1
On peut ainsi écrire

= (Aire de Q,) x 1 Hg—ﬂl%ﬁt(y)} Hg—ﬂl%&t ] ’det (B;D ‘



T4
-1 1 0 T3

-1 0 1 T3 -1 0 1 T6
Les vecteurs des sollicitations extérieures sont initialement tels que

et conclure que Ko = =

K3 =

=
)
I
—_
|
—_
o
N =
N
I
—_
I
—_

2
o c 1\ = cTs
B o= / —(17—) Ng(x)dﬂf/ %2 N,(x)dT
o, L L ron G, 2212
L L/2 2
c 1\ = cTy = dxq
= — 1——)N:I:da: dx —/ No(L/2 —x9,x 14+ —(z9)dx
/L/2 0 L 2() daz doy 0 22 L2 2(L/ 2, 72) dasg( 2) dy
2 2
= & 1 = Ccxy — cry o
B = /—(1——)N3xd(2—/ Ng:l:dl"—/ %3 Ny(x)dr
QSL L ( ) FQﬁQg 2\/§L2 ( ) Fgﬁ(zg 2L2 ( )

L/2 L—zq . L 6352 . d
= / / 17—) Ng( )dl‘gdl‘lf/ 72N2(L7£L‘2,1'2) 1+—(1‘2)d1‘2
0 L/

L/2 2v/2 L2 dxs
L/2 C(E
Z2
_/L e Ny (0, 22) dza

selon le sens de dI' sur IoNQy, ToNQs, et T5N Q3. Ils se reformulent comme

-»t

Bom [T - R0 o) e (12) |agsa

2
1 C|:N (17y2,y2)X22:| ],;7» d ﬁt )Z" p
- 1- ——|N (1- i ;
/0 NIz (1= y2,12) dy2|: (1= y2,12) 2}1,:172 Y2
—»t
. 1= X =
e[ SRR R aet ([52] ) | o
2
/1C{N (1_”’%)&3} N o) | [F 0= ) K]
o 2\/§L2 Y2,Y2 d Y2,Y2 i Y2

2L2 N(07y2)

/0 c [ﬁt(o,yg))@gr .
1

d =zt = L1 L
LN (1= g, Xw] - |E L
dy2 |: ( 92 y2) 1=1,2 2 [ 1 ‘| || \/§

d =zt = L]0 L
— IN X; } = ||I= =
dy2 |: ( ,y2) 3 1=1,2 2 [ 1 ‘| || 2
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(les dérivations s’effectuant en dernier). Nous obtenons ainsi

1 rl-y1
-/
1 1-y1
oy
/ch
o 16

CL(l — yl)

8
CL(Q — yl)

8

—

N(y) dya dy1 —

—

N (y) dya dyr

-

et finalement, en utilisant les quadratures,

cL
192

cL
192

sym

/1 cLy3
. 16

T2
cL 1 _ cL )
192 192 i
| 3 T3
[ 0+11
cL 11+ 0 _ —cL
192 * 192
17 + 17

-2 -1 0 0 T
-4 -2 -3 0 Ty
10 —4 O 0 T3
10 0 =3 | m

3 0 T5

3 | 76

— F] , avee T = [Tjli=1,... 6 ,

27

.....

N(1 —ya,y2) dys ;

{(1 +2)’ N = yo,y2) + (2 — y2)2N (0,1 — y2) | dyo -

T4
T3
T6

cL
Fiz_ = T A
[Fiz.0 = 155

—27

4. Sur les portions de bord (Fl N Ql) et (F1 N Qg) qui se décrivent avec y = (y1,0) et y1 € [0,1],

nous imposons la condition cinématique (7, () =U & 11 =1 =1 = U. Il nous reste a

déterminer les autres composantes de 7 en utilisant la condition de stationnarité (réduite)

Comme K~1 = —

T3

T4 )

T6
7T 4 4
4 10 10
4 10 28

>

- H 10 —4 0 T3
6 | -4 10 -3 | 7

0 *3 3 T6
, on déduit alors 7 = K-1F

46

U —

~ 119¢L

— +uU

64
cL pU
64 2
—9clL
64

73

T4

76

25cL

576
19¢L

144y

288

T1
T2
T3

T4

T6



Nous savons que {us(A4;)}iz1
qui ne sont pas sur I'y (comme ¢, u > 0) :

5.

¢ et constatons les inégalités suivantes aux 3 noeuds

vy

25¢L cL
As : L/2,L/2)=U — ex(L/2,L)2) =U — —
endyt us(L/2L/2)=U - Tl > ue(L/2.L/9) =U - o
19c¢L cL
Ay 0,L/2)=U — ex(0,L/2)=U — —
en Ay us(0, L/2) m tez(0,L/2) ™
119¢ L cL
Ag 0,L)=U— ex(0,L)=U — —
en Ag us(0, L) 2854 ez (0, L) o
Nous trouvons pour le déplacement du barycentre de la plaque
U
t
1
; 2 v
us, o (L/3,L/3) = N{(L/3,L/3)7 = ¢ 4 2% ¢ L (car 7 = [Ti}¢:1,2,3,4)
9 576
19c¢L
L 1444
TcL cL
= — ex(L/3, L =U—-—.
144,u< Uer(L/3,L/3) U h

5. Nous calculons les valeurs des multiplicateurs de LAGRANGE d’approximation aux 3 noeuds

{A4;}i=1,2,5 C Ty en effectuant [)\3(141-)} 195 = [E] o5 [KU} i=1,2,5 7 et trouvons ainsi
=4 =4 j=1,...,6
U
U
(A, R 4 -1 -2 -1 0 0 _ 2557;L L[ -8
c 1 L c
A3(A =— | 11 [—=] -1 1 -4 -2 - =—| —4
/\3(A2 192 61 (;); 0o 33 g _19¢L 192 15
3( 3) - 144'u
U
119¢ L
2881
On vérifie alors que 'obtient de moins bonnes estimations des forces de réactions
ou ou
L == 0" = —puL —= 0ty =0,V 0,L
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