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Résumé

Ce document présente quelques exercices et corrigés sur la déformation des barres élastiques avec
application aux treillis plans. Ces exercices sont utilisés en premiere année de Licence de Sciences (pre-
miére année de DEUG Sciences)

1 Enoncés

1.1 Barreau en traction

On considére un barreau cylindrique déformable en acier encastré a I'une de ses extrémités et soumis
a un effort de taction F a I'extrémité opposée. Les caractéristiques du barreau sont un module d’Young
E = 20000M Pa, un coefficient de Poisson v = 0.3, une section S = 15cm? et une longueur L = 1m.
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Fi1G. 1: Barreau en traction

1. Calculer reffort F,,,, admissible pour ce barreau sachant que la contrainte de traction maximale
admissible o, pour ce matériau est de 250MPa. Donner I'allongement du barreau pour cet effort
maximal ainsi que la réduction du diamétre.

2. Le volume de la barre a-t-il changé ? Donner la variation de volume.

1.2 Systeme isostatique

On consideére deux barres déformables rigidement liées entre elles. Lune est encastrée a 'une de ses
extrémités et I'autre est soumise a un effort F a I'extrémité opposée. Les caractéristiques des barres sont
des modules d'Young F; et Es, des sections S; et S, et des longueurs L, et L.
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FiG. 2: Barres en série : probléme isostatique

1. Quels sont les efforts intérieurs dans les deux barres. En déduire les contraintes.
2. Calculer le déplacement de I'extrémité soumise au chargement F



1.3 Systéeme hyperstatique

On considere les deux barres déformables représentées sur la figure suivante. Elles sont encastrées
d’'un coté et liées a une barre indéformable de I'autre. Cette barre est soumise a un effort F. Les caracté-
ristiques des barres sont des modules d’Young FE; et Es, des sections S; et Sy et des longueurs identiques
L.
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FiG. 3: Barres en paralléle : probléme hyperstatique

1. Quelle relation lie les efforts intérieurs dans les deux barres ?

2. Quelle relation lie les allongements des deux barres ? En déduire les efforts intérieurs et les contraintes
dans les barres.

3. Calculer le déplacement de la piéce rigide.

1.4 Traction inhomogene

On consideére la cas d’'une barre suspendue soumise seulement a son poids propre. La surface de sa
section est S et h est la hauteur totale de cette barre. Le module d’Young du matériau est noté E et p est
sa masse volumique.
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FI1G. 4: Barre soumise a son propre poids

1. En réalisant une coupure de la barre, déterminer I'effort normal et la contrainte dans toute section
d’altitude z de la barre.

En déduire la déformation en tout point. La déformation est-elle homogéne ?

Quelle est la relation entre le déplacement et la déformtion dans une telle situation ?
En déduire le déplacement en toute section de la barre.

Donner I'expression de I'allongement de la barre.
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1.5 Treillis isostatique a 2 barres

On considere un treillis constitué de deux barres (nommées 1 et 2) disposées selon le schéma de la
figure ??. Les barres sont élastiques et ne travaillent qu’en traction ou en compression. Les appuis A et
B sont fixes. Les deux barres sont élastiques de sections S; et S, et de méme module d’Young E. Le
noeud A est soumis a un effort vertical descendant P. Les deux barres ont la méme longueur L et on pose
AC = 2L.

Fi1G. 5: Treillis a 2 barres

1. Peut-on calculer les réactions aux appuis en réalisant I'équilibre global du treillis ?

2. Ecrire I'équilibre des noeuds et en déduire les tensions dans chaque barre et les réactions dans les
appuis. Quelles sont les barres en traction et les barres en compression ?

3. Calculer les allongements des barres.

4. Donner les relations entre le déplacement du noeud B et les allongements des barres. En déduire le
déplacement du noeud B. Etudier les cas ou S; = S5, S1 < Sp et S; > 5.

1.6 Treillis isostatique a 3 barres

On considere le treillis représenté sur la figure ci-dessous. Les trois barres sont identiques de méme
module E, méme section S. Les longueurs sont telles qu’indiqué sur la figure. Le noeud A est lié au batit
par un appui mobile et le noeud B par un appui fixe. Le noeud C est soumis a 'effort F représenté sur la
figure.

FiG. 6: Treillis a 3 barres

1. En réalisant I'équilibre global du treillis, calculer les réactions aux appuis.

2. Ecrire I'équilibre des noeuds et en déduire les tensions dans chaque barre. Quelles sont les barres
en traction et les barres en compression ?

3. La contrainte limite admissible du matériau est o.. Quelle est la valeur F,,,, maximale admissible
pour I'effort F?

4. En écrivant la relation de comportement pour chaque barre. Donner les expression des allongements
en fonction de F.

5. Donner la relation générale reliant I'allongement d’'une barre aux déplacements de ses extrémités.
6. On note les déplacements des noeuds de la maniére suivante :

Ua =uaZ +vay, Up =upl+vpy, Uc =ucZ+vcy



(a) Ecrire les conditions d’appuis en A et B
(b) Ecrire les relations entre les allongements des trois barres et le déplacement des noeuds.
(c) En déduire le déplacement des noeuds.

1.7 Treillis isostatique a 5 barres

On consideére le treillis représenté sur la figure ci-dessous. Les cinp barres sont identiques de méme
module E, méme section S. Les longueurs sont telles qu’indiqué sur la figure. Le noeud C est lié au batit
par un appui mobile et le noeud A par un appui fixe. Le noeud C est soumis a I'effort F représenté sur la
figure.

FiG. 7: Treillis a 3 barres

1. Ecrire I'équilibre des noeuds et en déduire les tensions dans chaque barre et les réactions aux appuis.
Quelles sont les barres en traction et les barres en compression ?

2. La contrainte limite admissible du matériau est o.. Quelle est la valeur F,,,, maximale admissible
pour I'effort F?

3. En écrivant la relation de comportement pour chaque barre. Donner les expression des allongements
en fonction de F.

4. Donner la relation générale reliant I'allongement d’'une barre aux déplacements de ses extrémités.
5. On note les déplacements des noeuds de la maniére suivante :

g = ua® +vaY, U =upf+vpy, tc=ucZ+vcy, iUp=upi+vpy

(a) Ecrire les conditions d’appuis en A et B
(b) Ecrire les relations entre les allongements des trois barres et le déplacement des noeuds.
(c) En déduire le déplacement des noeuds.

2 Eléments de correction

2.1 Barreau en traction

1. Pour calculer I'effort normal dans le barreau, on réalise une coupure (voir figure ?2?) :
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FiG. 8: Coupure dans le barreau

Léquilibre de la partie droite donne :

~N+F=0 = N=F



Leffort est donc homogéne dans le barreau. La contrainte est :
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qui est positive (car F I'est). Le barreau est donc en traction. La limite est atteinte pour :

Fmax

G =0 = Frae = 0.5 = 3.7510° N

0 = O,
Lallongement est :

AL=1Le=LZ

E

et a la limite : ” [
ALpar = Lf‘f =1.2510"3m = 1.25mm

La variation de diamétre est : o
AD = —vDe = —Z/DE

et a la limite :

450

AD,,0n = —VD% - v = = —L6410 "m = ~1.6410 *mm

e
2. Le coefficient de Poison est plus petit que 0.5, donc il y a augmentation du volume de la valeur :

AV = 1D*AL(1 —2v) = 310" %m3

2.2 Systeme isostatique

1. Pour calculer I'effort normal dans la barre 1, on réalise une coupure dans cette barre (voir figure ??) :
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FiG. 9: Coupure dans la barre 1

Léquilibre de la partie droite donne :
N +F=0 = N =F

Pour calculer I'effort normal dans la barre 1, on réalise une coupure dans cette barre (voir figure ??) :
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FiG. 10: Coupure dans la barre 2

Léquilibre de la partie droite donne :

_]\72 + ﬁ =0 = NQ =F
Les deux efforts sont donc homogénes et égaux. lls ne dépendent pas du comportement des barres.
Les contrintes sont obtenues directement :

N F N, F

o1 L =<

oSS TS S,



2. Les déformations sont donc :

o o1 F o oy F
T B EBS T 7T B BS
et les allongements des deux barres :
FLq FLy
1=¢&1dn £S5, 2 =¢&2L2 55,

Le déplacement de la section soumise au chargement est I'allongement total de la barre :

FL; n FLy

AL =AL ALo =
1talz=p e Yo,

2.3 Systeme hyperstatique

1. Il n’est pas possible de réaliser une coupure dans I'une ou l'autre des deux barres en ouvrant isoler
la partie gauche ou la partie droite : le probléme est hyperstatique. On réalise la coupure présentée
sur la figure 22 :

Z ™ N
Iy F.

g ¢ 2
FiG. 11: Coupure dans les barres 1 et 2

En isolant les deux parties droites et la barre indéformable, on obtient :
—]\71—]\72+ﬁ20 = N1+ Ny =F

Nous avons simplement une relation entre les deux efforts.

2. Pour résoudre, on constate que, la barre indéformable ne pouvant pivoter, les allongement des deux
barres sont égaux :
ALl = ALQ = 1L =¢eoL = 1 = &9

En utilisant le comportement des barres on obtient :

g1 (o) N1 Ng

B, B,  EiS  E»S1

En utilisant les deux équations portant sur le efforts intérieurs, on peut les calculer :

FE{S;
Ny=
E151 4+ E25;
FE
Ny = 7252
E151 + EQSQ
et les contraintes :
FFE;
1= 5 o
VT ELS + EsS,
FE,
09 = ——————————
27T E1 S+ ExSo

3. Le déplacement de la section soumise au chargement est I'un ou l'autre de deux allongements,
puisqu’ils sont égaux :
FL

AL = ———F—
ElSl + EQSQ
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FiG. 12: Coupure dans la barre soumise a son propre poids

2.4 Traction inhomogéne

1.

On réalise un coupure de la barre (voir figure ?2?).

Léquilibre de la partie basse (partie droite avec I'orientation utilisée) montre qu’une section supporte
le poids du morceau de barreau situé sous elle :

N(z) = pgS(h—z) >0 (traction)

La contrainte dans la barre est allors

. La déformation n’est donc pas homogene :

a@):ggzzg%h—@

. Dans le cas des déformations inhomogenes la relation entre déformation et déplacement des points

du barreau est : du(2)
U\ 2
e(z) = 7

Apres intégration de I'expression précédente, on obtient la forme générale du déplacement :

m@:%mpfﬁ+c
ou la constante est déterminée en utilisant la condition d’encastrement (déplacement nul) sur la sec-
tion supérieure :
u(z=0=0 = C=0

Le déplacement en tout point de la barre s’exprime donc :

22

Py
u(z) = f(hz - 5)

. Lallongement de la barre est I'écart en déplacement entre les deux extrémités de la barre :

Ah = u(h) —u(0)

qui peut donc étre calculé :
_ hj) _prgh?
2 E 2



2.5 Treillis isostatique a 2 barres

1. Dans ce cas particulier, il n’est pas possible de déterminer les réactions aux appuis en écrivant I'équi-
libre global du treillis (3 équations pour deux inconnues). Le treillis est pourtant isostatique.

2. Léquilibre des noeuds donne les six équations suivantes :

5 3 3 5
§N1+XA=0 —%Nﬁ%]\@:o —%Nz—f—Xc:O
A B C:
5 3 3 3
%Nl—kYA:O —gNl—gNQ—P: gNQ—&—YC:O

ce qui conduit a :

X4=-P
V2 | )
N, = _TP (compression) Yy = 5P
et
2 .
Ny = _g (compression) Xo = —%P
1
3. Les allongement des barres sont :
N1L, PL NoLo PL
AL, = = - ; ALy = =—
! E Sy V2ES, 2 E» S, V2ES,
4. Les conditions aux limites donnent :
up=va=0 ; uc=v.=

les relations allongement-déplacement donnent donc :

ALy = (upZ + UB?I)(ngF gﬁ) = Q(UB +vB)
ALy = (up®+ UBZJ').(—?:?—Q— gﬂ) = g(—uB +vp)
ce qui conduit au résultat :
up = Y2(AL; — ALy) = —% Sil - S%
vp = g(AM +ALy) = _%(Sil + Sig)

On a alors les trois cas :

— Si S; = 5y, le treillis a un comportement symétrique et le noeud B a un déplacement latéral nul.
— Si 51 <59, le noeud B se déplace vers la gauche.

— Si S} > S,, le noeud B se déplace vers la droite.

2.6 Treillis isostatique a 3 barres

1. Léquilibre du treillis donne :

1
Xp+F=0 YA:§F
Yao+Yp=0 = Xp=—-F
LF —2LY, =0 Yg=—-F



2. Léquilibre des noeuds donne les six équations suivantes :

2 2 2 2
N1+§N2:0 7N17§N3+XB:0 —%Nﬁ%NﬁF:O
A: B: C:
2 2 2 2
,£N2+YA:0 ,£N3+YB:0 £N2+£N3:0
2 2 2 2
ce qui conduit a :
1 .
Ny = —§F (compression) Yi=-F
2 .
Ny = g (traction) et Xp=—-F
2 . N
N3 = —%F (compression) L F

3. Les barres les plus chargées sont les barres 2 et 3 dans lesquelles :

F
o2 = |03 = —= <0, = Fmaz:\/iso'e
|o2| = |os| 75 =
4. Les allongement des barres sont :
N 2L FL Nov/2L FL N3v/2L
AL =22 =2+ AL, = = : ALz = =
' = EsS, ~ ES 2= 55, ~ ES 5T TELS,

5. La relation liant déplacement des noeuds et allongement des barres est :

AB
AL = (’L_L'B — ﬁA).ﬁAB aveC f7igp = ———
|AB]|
6. Déplacement des noeuds :
(a) Les conditions aux limites donnent :
va=0 3 up=0 ; wvg=0
(b) les relations allongement-déplacement donnent :
ALy = (—uaZ).7 = —us
- . V2. V2
ALy = (ucZ + vey — uAa:).(7x - Ty) = g(uc —ua — Vo)
L V2, V2
ALz = (uc® + vcy).(fo — Ty) = %(—uc —v0)
(c) ce qui conduit au résultat :
FL
Ups = —ALl = E73
1+2v2 FL
1 FL
2.7 Treillis isostatique a 5 barres
1. Léquilibre des noeuds donne les équations suivantes :
V2
No+X4=0 *N2*7N5:0
A: B:
N +Ya=0 V2

N3+7N5:0



2
N =0 N4+§N5+XD=0
C: D:
—Ny—F=0 V2

2
_Nl - TN{) = 0
ce qui donne pour les tensions dans les barres :
Ny =—F  (compression)

Ny, = —F  (compression)
N3 = —F  (compression)

Ny=0 (barre inactive)

N; = V2F (traction)

et pour les réactions aux appuis :

X4, =F
Yo =F
Xp =-F
2. La barres la plus chargée est la barre 5 dans laquelle :
2F e
‘0—5|: \[ <o, = Fmax* 5o
S V2
3. Les allongement des barres sont :
N L FL
AL = —— =——
"7 ES ES
No L FL
ALy = =——
*7 ES ES
N3L FL
AL; = —— =——
*TES ES
N3 L
ALy = — =0
‘T ES
N3v2L 2FL
ALz = V2L
ES ES
4. La relation liant déplacement des noeuds et allongement des barres est :
AB
ALABZ(ﬁB—ﬁA).ﬁAB aveC f7igp = ———
|AB]|
5. Déplacement des noeuds :
(a) Les conditions aux limites donnent :
ua=0 3 va=0 ; up=0
(b) les relations allongement-déplacement donnent :
ALy = (vpy).¥ =p
ALQZ(UBf+UBg).f =upg
ALz = (uc®@ + vy — up® —upy).y = v — VR
ALy = (uc® + vey — vpy).& = uc
L V2 V2
ALs = (up® + vy — UDy).(TJU — Ty) = %(u,g —vg +up)
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(c) ce qui conduit au résultat :
Up = ALl
up = ALQ

v = 7\@AL5 —+ ALl -+ ALQ

uc = AL4

vo = ALs +vp
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